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ВВЕДЕНИЕ 

 

 

Пособие, предлагаемое вниманию читателя, содержит учебные матери-

алы по дисциплине «Алгебра», читаемой кафедрой математики и информатики 

Ставропольского государственного педагогического института, обучающихся 

по направлению подготовки бакалавриата, 44.03.05 «Педагогическое образова-

ние» Педагогическое образование с двумя профилями подготовки, профили 

«Математика», «Информатика». 

Содержание учебного пособия соответствует государственному стан-

дарту, принятому для направления подготовки профили «Математика», «Инфор-

матика», а также тем требованиям, которые предъявляют к содержанию курса 

«Алгебра» последующие дисциплины. Авторы надеются, что публикация пред-

лагаемого пособия поможет студентам Ставропольского государственного педа-

гогического института сориентироваться в той разнообразной литературе, кото-

рая существует по алгебре, отобрать материал для изучения в течение семестра 

и подготовки к зачету.  
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ЗАНЯТИЕ 1 

 

МНОЖЕСТВА. ОПЕРАЦИИ НАД МНОЖЕСТВАМИ.  

(ПОНЯТИЕ МНОЖЕСТВА. СВОЙСТВА ОПЕРАЦИЙ  

НАД МНОЖЕСТВАМИ. ПРЯМОЕ (ДЕКАРТОВО)  

ПРОИЗВЕДЕНИЕ МНОЖЕСТВ) 

 

 

Задачи изучения темы: овладеть основными теоретико-множествен-

ными понятиями, знание которых необходимо учителю как для понимания осо-

бенностей построения и языка курса математики, так и для освоения в дальней-

шем ведущих понятий начального курса математики – понятий числа и вели-

чины. 

Итогом изучения данной темы должно быть усвоение следующих поня-

тий: множество, элемент множества, равные множества, подмножество, пересе-

чение множеств, объединение множеств, вычитание множеств, дополнение под-

множества, разбиение, множества на классы, упорядоченная пара, кортеж, декар-

тово умножение множеств. 

 

Основные понятия теории множеств 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Множеством М называется объединение в единое це-

лое определенных различимых объектов а, которые называются элементами 

множества. а  М 

Множество можно описать, указав какое-нибудь свойство, присущее всем 

элементам этого множества. 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Множество, не содержащее элементов, называется пу-

стым и обозначается . 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Два множества называются равными, ели они состоят 

из одних и тех же элементов.  

 

Способы задания множеств 

1. Перечислением А = {а,в,с} 

2. Указанием характеристик и свойств В = {х|хєN, и х<25} 

N – натуральные, Z – целые (положительные и отрицательные), Q – раци-

ональные (m/n, mєZ, nєN), R – действительные, C – комплексные. 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Если все элементы множества А являются также эле-

ментами множества В, то говорят, что множество А включается (содержится) 

в множестве В.  
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 А  

А  В 

В 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Если А  В, то множество А называется подмноже-

ством множества В, а если при этом А  В, то множество А называется собствен-

ным подмножеством множества В и обозначается А  В. 

Для трех множеств А, В, С справедливы следующие соотношения. 
;; AAAA   ;CACBBA   ;CACBBA   

Связь между включением и равенством множеств устанавливается следу-

ющим соотношением: .ABBABA   

Здесь знак  обозначает конъюнкцию (логическое “и”). 

 

Операции над множествами 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Объединением множеств А и В называется множество 

С, элементы которого принадлежат хотя бы одному из множеств А и В.  

 Обозначается: С = А  В.  

 

  

А  В  

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Геометрическое изображение множеств в виде области 

на плоскости называется диаграммой Эйлера – Венна. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Пересечением множеств А и В называется множество 

С, элементы которого принадлежат каждому из множеств А и В. 

 Обозначение: С = А  В. 

 

 

А   С  В 

 

 

 

Для множеств А, В и С справедливы следующие свойства: 

 

А  А = А  А = А; (A  B)  C =  

 = A  (B  C); 

A  (B  C) = (A  B)  (A  C);  

A  B = B A;  (A  B)  C =  

 = A  (B C); 

A  (B  C) = (A  B)  (A  C); 

A  B = B  A; A  (A  B) = A;  A  = А;  

 A  (A  B) = A; A   = ; 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Разностью множеств А и В называется множество, со-

стоящее из элементов множества А, не принадлежащих множеству В. 

 Обозначается: С = А \ В.  

 

А   В  

 

 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Симметрической разностью множеств А и В называ-

ется множество С, элементы которого принадлежат в точности одному из мно-

жеств А или В. 

 Обозначается: А  В. А  В = (A \ B)  (B \ A) 

 

 

А    В 

 

 

 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. СЕ называется дополнением множества А относи-

тельно множества Е, если А  Е и CЕ = Е \ A. 

 

 

 А   Е 

 

 

 

Для множеств А, В и С справедливы следующие соотношения: 

 

A \ B  A;  

A \ A = ;  

A \ (B  C) = (A \ B)  (A \ C);   (A  B) \ C =  

 = (A \ C)  (B \ C); 

A \ (A \ B) = A  B; A \ (B  C) = (A \ B)  (A \ C); A \ (B \ C) =  

 = (A \ B)  (A  C);  

A  B = B  A;  (A  B) \ C = (A \ C)  (B \ C); (A \ B) \ C = A \ (B  C); 

CEE = ;  

CE = E;  

CECEA = A; 

A  B = (A  B) \ (A  B); A  (B  C) =  

 = (A  B)  (A  C); 

A  CEA = E;  

A  CEA = ;  

(A  B)  C = A  (B  C);  

CE(A  B) = CEA  CEB; 

CE(A  B) = CEA  CEB;  
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Например.  

Исходя из определения равенства множеств и операций над множе-

ствами, доказать тождество. A \ (B  C) = (A \ B)  (A \ C) 

 

Решение: 

Если некоторый элемент х  А \ (В  С), то это означает, что этот элемент 

принадлежит множеству А, но не принадлежит множествам В и С. 

Множество А \ В представляет собой множество элементов множества А, 

не принадлежащих множеству В. 

Множество А \ С представляет собой множество элементов множества А, 

не принадлежащих множеству С. 

Множество (A \ B)  (A \ C) представляет собой множество элементов, 

которые принадлежат множеству А, но не принадлежат ни множеству В, ни мно-

жеству С. 

Таким образом, тождество можно считать доказанным. 

 

 

Отношения и функции 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Упорядоченной парой (a, b) двух элементов a и b 

называется множество {{a},{a, b}}. Для любых элементов a, b, c, d справедливо 

соотношение: 

;),(),( dbcadcba 
 

Пара называется упорядоченной, если четко определено, какой элемент 

первый, а какой второй. А = {1;2;3}; В = {а;в} А×В = {(1;а); (2;а); (3;а); (1;в); 

(2;в); (3;в)}  

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Декартовым произведением множеств А и В называ-

ется множество всех упорядоченных пар (a, b), где аА, bB , первый элемент 

которого принадлежит А, второй В.  

 

};),{( BbAabaBA   

 

Декартово произведение п равных множеств А будет называться п – й де-

картовой степенью множества А и обозначаться Аn. 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. n – мерным отношением R на непустом множестве А 

называется подмножество Аn. Если R – n – мерное отношение на множестве А и 

(а1,а2,…аn)R, то говорят, что отношение R выполняется для элементов а1,а2,…аn 

и записывают R а1а2…аn. Если n = 2, то такое отношение называется бинарным. 

Для бинарного отношения вместо общей записи Ra1a2 применяют запись 

а1Ra2. 
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Свойства бинарных отношений 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Произведением двух бинарных отношений R и S, задан-

ных на множестве А, называется множество 
 SyzRzxAzzyx  ),(),()(),(  
Знак  называется штрих Шеффера и обозначает антиконъюнкцию. 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Обратным (инверсным) отношением к отношению R, 

заданному на множестве А, называется отношение R-1, определяемое равен-

ством: 

 RxyyxR  ),(),(1

 
Если R, S и T – бинарные отношения на множестве А, то выполняются 

следующие равенства:  

 

);()()();()( TSTRTSRTSRTSR 
 

;)();()()( 111   RSSRTSTRTSR  

;)(;)( 111111   SRSRSRSR  
 

Решить на занятии: 

1. Известно, что множество М состоит из двузначных чисел, кратных 7 . 

Образуйте подмножество множества М, состоящее из чисел, которые не делятся 

на 14. 

 

2. Изобразите с помощью диаграмм Эйлера-Венна следующие множества:  

А – множество книг по юриспруденции,  

В – множество книг в твердом переплете,  

С – множество книг, изданных в 2001 г.,  

D – множество документальных фильмов,  

Е – множество книг, изданных в 2001 году по юриспруденции. 

 

3. Найдите объединение и пересечение множеств А и В, если  

А = э, к, з, а, м, е, н, В = з, а, ч, е, т. 

 

4. Найдите пересечение множеств: А = х| хN, х – двузначное число,  

В =  х| хN, х оканчивается цифрой 7. 

 

5.Сформулируйте свойства элементов множества P∩Q∩S и перечислите 

его элементы, если, P = х| хN, х20, Q = х| хN, х-четное число, S = х|, х 

кратно 3. 

 

6. Найдите пересечение а) смежных углов, б) вертикальных углов. 
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7. Даны множества А = х| хR, -6 ≤ х ≤ 2, В =  х| хR, -1 ≤ х ≤ 6;  

С = х| хR, -5 ≤ х ≤ 5 . Используя числовую прямую, укажите характеристиче-

ское свойство элементов множества АВС и А∩В∩С. 

 

8. Найдите дополнение к множеству В до множества А, если  

а) А = 11,12,48,54,7, В = 7,12,  

б) А = а, б, в, г, д, е, В =  а, е,  

в) А – множество студентов СГПИ, В – множество отличников СГПИ 

 

9.Найдите разность множеств Р и Q, Q и P, если  

Р = к, о, м, п, ь, ю, т, е, р , Q =  м, ы, ш, ь  

 

10. Даны два множества : Х = 3;4;5, У = б;в.  

Запишите элементы множеств Х×У и УхХ в виде таблицы. 

11. С помощью диаграмм Эйлера – Венна проверьте справедливость ра-

венства 

(А \ В) А  (С \ В ) = С  (А \ В), если А  С, В  А  

 

12. С помощью диаграмм Эйлера-Венна проверьте справедливость равен-

ства 

(А  В) \ А \ (С  В ) = С \ (А  В), если АС, В С =  В  А 

13. Расположите два угла так, чтобы их пересечение представляло собой 

отрезок.  

 

Домашнее задание 

1. Пусть А – множество студентов в нашем университете, В – множество 

студентов старше 20 лет. Опишите множество А∩В и изобразите эти множества 

графически (изобразите с помощью диаграмм Эйлера-Венна). 

2. Используя числовую прямую, найдите пересечение и объединение мно-

жеств А и В, если А = х| хZ, х-1, В =  х| хZ, х 4 

3. А – множество букв в слове «единорог», В – множество букв в слове 

«легенда», С – множество букв в слове «год», а D – множество цифр в числе 

12112212. Укажите элементы следующих множеств : а) А  В; б) А В; в) А\В; 

г)СхD ;  

д) дополнение к подмножеству С до множества А. 

4. С помощью диаграмм Эйлера – Венна проверьте справедливость равен-

ства (А \ В)  С = С \ ( С  В ), если А  В, С  А, С  В 

5. Найдите дополнение к множеству В до множества А,  

если А = х| хN, х 5, В =  х| хN, х 2 

6. Найдите разность множеств Р \ Q и Q \ P,  

если Р = х| х R, -5 ≤ х ≤ 2 , Q =  х| х R, -1 ≤ х ≤ 4  

7. Даны множества В = f; k; g и С = 2;3;4. Запишите множествa ВхС 

и СхВ. 


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ЗАНЯТИЕ 2 

 

АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ОПЕРАЦИИ, ГРУППЫ, КОЛЬЦА, ПОЛЯ. 

(АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ОПЕРАЦИИ. АЛГЕБРАИЧЕСКАЯ СИСТЕМА. 

ПОНЯТИЕ ГРУППЫ. АКСИОМАТИКА КОЛЬЦА. ПОНЯТИЕ ПОЛЯ). 

 

 

Необходимость знакомства с этими абстрактными алгебраическими объ-

ектами обусловлена тем, что в последнее время процесс, связанный с переходом 

математики на теоретико-множественную основу и выходом на передний план 

аксиоматических методов исследования, изменил представления об алгебре как 

математической дисциплине. 

Начиная со своего возникновения, алгебра понималась как наука о реше-

нии уравнений или систем уравнений сначала для чисел, позднее для других кон-

кретных математических объектов. В настоящее время основной объект иссле-

дования алгебры свойства операций, производимых над объектами произволь-

ной природы. Возникающие на этом пути абстрактные алгебраические системы 

достаточно универсальны, чтобы конкретные их реализации можно было найти 

в разных областях, как математики, так и других наук. 

Алгебра, как вам известно из опыта, имеет дело с операциями на множе-

ствах. Например, если рассмотреть множество натуральных чисел, то для любых 

двух чисел m и n вы сумеете определить их сумму и произведение, которые в 

свою очередь являются натуральными числами. Не проводя вычислений, вы спо-

собны предсказать, что сумма n+m совпадёт с суммой m+n. Если m < n , то вы 

сумеете найти единственное натуральное число x , удовлетворяющее уравнению 

x +m = n и т. д. В течение долгого времени именно решение уравнений (или си-

стем уравнений) считалось основным предметом алгебры.  

Решению уравнений (в том числе и квадратных) был посвящен и труд 

¾Китаб аль-джебрваль-мукабала арабского математика Эль Хорезми (Хорезми 

Мухаммед бен Муса), жившего около 800 г. н.э., в котором впервые появился 

термин аль-джебр, давший в латинизированном варианте название всей матема-

тической дисциплине.  

Однако полезно помнить, что этим термином Эль Хорезми называл не 

конкретное уравнение, а одно из двух основных преобразований, используемых 

им при решении уравнений. Иными словами, свойство операции, заданной на 

множестве (в данном случае, числовом).  

Взгляд на алгебру как на науку, изучающую свойства операций на мно-

жествах, возобладавший с развитием математики, оказался весьма плодотвор-

ным. Оказалось, что полезно рассматривать не только различные числовые мно-

жества, но и множества функций, преобразований (в том числе преобразований 

геометрических объектов) и даже множества произвольной природы. В соответ-

ствии с этим взглядом расширилось и понятие алгебраической операции.  
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Обратить внимание на: 

 – Определение группы. 

 – Примеры групп. 

 – Аддитивные группы. 

 – Мультипликативные группы. 

 – Основные свойства групп. 

 – Определение подгруппы.  

 – Определение кольца. 

 – Примеры колец. 

 – Основные свойства колец. 

 – Делители нуля. 

 – Мультипликативная группа кольца с единицей. 

 – Понятие поля. 

 – Примеры полей. 

 – Основные свойства полей. 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. На множестве А определена алгебраическая опера-

ция, если каждым двум элементам этого множества, взятым в определенном по-

рядке, однозначным образом поставлен в соответствие некоторый третий эле-

мент из этого же множества. 

 

Примерами алгебраических операций могут служить такие операции как 

сложение и вычитание целых чисел, сложение и вычитание векторов, матриц, 

умножение квадратных матриц, векторное умножение векторов и др. 

Отметим, что скалярное произведение векторов не может считаться ал-

гебраической операцией, т.к. результатом скалярного произведения будет число, 

и числа не относятся к множеству векторов, к которому относятся сомножители. 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Множество А с определенной на нем алгебраической 

операцией (например, умножением) называется группой, если выполнены сле-

дующие условия: 

 

1) для любых трех элементов a, b, c  A выполняется свойство ассоциа-

тивности: cabbca )()(   

2) в множестве А существует такой элемент е, что для любого элемента а 

из этого множества выполняется равенство: aeaae   

3) для любого элемента а множества существует элемент а’ из этого же 

множества такой, что eaaaa   

Различные множества могут являться группой относительно какой – либо 

операции и не являться группой относительно другой операции. 

Число элементов называется порядком группы.  
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Между элементами множеств M и N установлено вза-

имно однозначное соответствие, если каждому элементу множества М постав-

лен в соответствие определенный элемент множества N, причем различным эле-

ментам одного множества соответствуют различные элементы другого множе-

ства. 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Две группы M и N называются изоморфными, если 

между их элементами можно установить взаимно однозначное соответствие, при 

котором для любых двух элементов a, b M и соответствующим им элементам 

a’, b’ N элементу  

с = ab будет соответствовать элемент c’ = a’b’. 

 

При этом отображение группы М на группу N называется гомомор-

физмом. 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Если операция, определенная в группе коммутативна, 

(т.е. для любых элементов a и b группы верно соотношение ab = ba), то такая 

группа называется коммутативной или абелевой группой. 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Множество R с двумя определенными в нем алгебраи-

ческими операциями, сложением и умножением, называется кольцом, если от-

носительно операции сложения оно является абелевой группой, а операция 

умножения дистрибутивна, т.е. для любых элементов a, b и с  R справедливы 

равенства: 

;)(;)( cabaacbacabcba   

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Если операция умножения, определенная в кольце ком-

мутативна, то такое кольцо называется коммутативным кольцом. 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Полем называется коммутативное кольцо, в котором 

для любого ненулевого элемента a 0 и любого элемента b существует един-

ственный элемент х такой, что ax = b.  

 

Решить на занятии: [2] 55.5( а-е) ,55.6(р,с), 55.10, 63.1(з, и, к), 63.2(г,д). 

 

Домашнее задание: [2] 55.1 (г, д, е), 55.6(а-з), 63.1(а -г), 63.2(а,в). 
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ЗАНЯТИЕ 3 

 

МАТРИЦЫ И ДЕЙСТВИЯ НАД НИМИ. (ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ.  

ОПЕРАЦИИ НАД МАТРИЦАМИ. СЛОЖЕНИЕ МАТРИЦ  

И УМНОЖЕНИЕ МАТРИЦ НА ЧИСЛО. УМНОЖЕНИЕ МАТРИЦ.  

ОПЕРАЦИЯ ТРАНСПОНИРОВАНИЯ). 

 

 

Понятие матрицы настолько часто встречается в различных математиче-

ских приложениях, что с течением времени возник самостоятельный раздел ма-

тематики – теория матриц. Становление этой теории относится к середине XIX 

века, но полноту и изящество она приобрела позднее, вместе с развитием линей-

ной алгебры. До сих пор теория матриц остается важным инструментом иссле-

дования, хорошо приспособленным и к запросам практики, и к абстрактным кон-

струкциям современной математики. 

Приведем примеры использования матриц в технических приложениях. 

1. Матрицы используются для описания систем сигналов. В этом случае 

строки матрицы представляют собой координаты сигнальных точек в -мерном 

пространстве. 

2. Структуры сетей связи задаются в виде матриц связности и инциден-

ций, т.е. матрицы являются одним из средств описания структур сетей связи. 

3. В теории кодирования сигнал представляется в виде матрицы – строки. 

Результат произведения такой матрицы на так называемую производящую мат-

рицу позволяет судить об искажении сигнала. 

Без матричной техники немыслимы многие разделы современной физики, 

оптики, квантовой механики, теории оптимального управления и.т.д. 

Линейные операции над матрицами (сложение матриц и умножение их на 

действительные числа) обладают свойствами, аналогичными правилам действий 

с обычными числами. Поэтому по аналогии с алгеброй чисел можно говорить о 

матричной алгебре. 

Произведение матриц – специфическая операция, составляющая основу 

алгебры матриц. Данная операция обладает рядом характерных особенностей. 

Во-первых, произведение  матриц  и  имеет смысл только тогда, когда 

число столбцов матрицы  равно числу строк матрицы . Во-вторых, произве-

дение матриц в общем случае некоммутативно, т.е. . В-третьих, произ-

ведение двух ненулевых матриц может оказаться нулевой матрицей. 

В матричной алгебре понятие обратной матрицы вводится аналогично по-

нятию обратного числа в обычной алгебре и распространяется только на квад-

ратные матрицы. При этом обозначение обратной матрицы  не должно вво-

дить в заблуждение – это не возведение в минус первую степень, а просто обо-

значение. Во всем остальном присутствует аналогия с числами. 

 

При изучении темы обратить внимание на: 

 – Понятие матрицы. 

n

АВ А В

А В

ВААВ

1
А
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 – Прямоугольные и квадратные матрицы. 

 – Элементарные преобразования матриц. 

 – Эквивалентные матрицы. 

 – Ступенчатые матрицы. 

 – Приведение матрицы к ступенчатому виду. 

 

Матрицы и действия над ними. 

Основные определения 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Матрицей размера mn, где m – число строк, n – число 

столбцов, называется таблица чисел, расположенных в определенном порядке. 

Эти числа называются элементами матрицы. Место каждого элемента одно-

значно определяется номером строки и столбца, на пересечении которых он 

находится. Элементы матрицы обозначаются aij, где i – номер строки, а j – номер 

столбца. 

А = 





















mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

...

............

...

...

31

22221

11211

 

 

 

Основные действия над матрицами 

 

 Матрица может состоять как из одной строки, так и из одного 

столбца. Вообще говоря, матрица может состоять даже из одного элемента.  

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Если число столбцов матрицы равно числу строк  

(m = n), то матрица называется квадратной. 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Матрица вида: 





















1...00

............

0...10

0...01

 = E, 

называется единичной матрицей. 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Если amn = anm , то матрица называется симметриче-

ской. 

 



15 

 

Пример. 
















465

631

512

 – симметрическая матрица 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Квадратная матрица вида 





















nna

a

a

...00

0.........

0...0

0...0

22

11

 называ-

ется диагональной матрицей. 

Сложение и вычитание матриц сводится к соответствующим операциям 

над их элементами. Самым главным свойством этих операций является то, что 

они определены только для матриц одинакового размера. Таким образом, воз-

можно, определить операции сложения и вычитания матриц: 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Суммой (разностью) матриц является матрица, эле-

ментами которой являются соответственно сумма (разность) элементов исход-

ных матриц. 

 

cij = aij  bij 

 

С = А + В = В + А. 

 

Операция умножения (деления) матрицы любого размера на произволь-

ное число сводится к умножению (делению) каждого элемента матрицы на это 

число. 





























mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A

...

............

...

...

21

22221

11211

 

 

 (А+В) = А  В 

А() = А  А 

 

Пример.  

Даны матрицы А = 
















323

412

321

; B = 
















421

875

431

, найти 2А + В. 
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Решение. 

2А = 
















646

824

642

, 2А + В = 
















1067

1699

1073

. 

 

 

Операция умножения матриц. 

 

Определение: Произведением матриц называется матрица, элементы 

которой могут быть вычислены по следующим формулам: 

AB = C; 

 





n

k

kjikij baс
1  

 

Из приведенного определения видно, что операция умножения матриц 

определена только для матриц, число столбцов первой из которых равно 

числу строк второй. 

 

Свойства операции умножения матриц 

 

1) Умножение матриц не коммутативно, т.е. АВ  ВА даже если опреде-

лены оба произведения. Однако, если для каких – либо матриц соотношение  

АВ = ВА выполняется, то такие матрицы называются перестановочными. 

Самым характерным примером может служить единичная матрица, кото-

рая является перестановочной с любой другой матрицей того же размера.  

Перестановочными могут быть только квадратные матрицы одного и того 

же порядка. 

АЕ = ЕА = А 

Очевидно, что для любых матриц выполняются следующее свойство: 

AO = O; OA = O,  

где О – нулевая матрица. 

 

2) Операция перемножения матриц ассоциативна, т.е. если определены 

произведения АВ и (АВ)С, то определены ВС и А(ВС), и выполняется равенство: 

(АВ)С = А(ВС). 

 

3) Операция умножения матриц дистрибутивна по отношению к сложе-

нию, т.е. если имеют смысл выражения А(В+С) и (А+В)С, то соответственно: 
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А(В + С) = АВ + АС 

(А + В)С = АС + ВС. 

 

4) Если произведение АВ определено, то для любого числа  верно соот-

ношение: 

(AB) = (A)B = A(B). 

 

5) Если определено произведение АВ , то определено произведение ВТАТ 

и выполняется равенство: 

(АВ)Т = ВТАТ, где  

 

индексом Т обозначается транспонированная матрица.Место для уравнения. 

 

6) Заметим также, что для любых квадратных матриц  

det (AB) = detAdetB. 

Что такое det будет рассмотрено ниже. 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Матрицу В называют транспонированной матрицей 

А, а переход от А к В транспонированием, если элементы каждой строки мат-

рицы А записать в том же порядке в столбцы матрицы В.  

А = 





















mnmm

n

n

aaa

aaa

aaа

...

............

...

...

21

22221

11211

;  В = АТ = 





















mnnn

m

m

aaa

aaa

aaa

...

............

...

...

21

22212

12111

; 

 

другими словами, bji = aij. 

 

В качестве следствия из предыдущего свойства (5) можно записать, что: 

(ABC)T = CTBTAT,  

при условии, что определено произведение матриц АВС. 

 

Пример.  

Даны матрицы А = 
















 241

142

301

, В = 
















2

3

1

, С = 
















1

2

1

 и число  = 2. 

Найти АТВ+С. 
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AT = 


















213

440

121

; ATB = 


















213

440

121


















2

3

1

 = 






















223113

243410

213211

 = 
















10

4

9

; 

C = 
















2

4

2

; АТВ+С = 
















10

4

9

+
















2

4

2

 = 
















12

8

7

. 

 

Пример.  

Найти произведение матриц А = 
















3

4

1

 и В =  142 . 

АВ = 
















3

4

1

  142  = 







































3126

4168

142

134323

144424

114121

. 

ВА =  142 
















3

4

1

 = 21 + 44 + 13 = 2 + 16 + 3 = 21. 

Пример.  

Найти произведение матриц А =  21 , В = 








65

43

 

АВ =  21  








65

43
 =  124103   =  1613 . 

 

Элементарные преобразования 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Элементарными преобразованиями матрицы назо-

вем следующие преобразования: 

 

1) умножение строки на число, отличное от нуля; 

2) прибавление к одной строке другой строки; 

3) перестановка строк; 

4) вычеркивание (удаление) одной из одинаковых строк (столбцов); 

5) транспонирование. 

 

Те же операции, применяемые для столбцов, также называются элемен-

тарными преобразованиями. 
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С помощью элементарных преобразований можно к какой-либо строке 

или столбцу прибавить линейную комбинацию остальных строк ( столбцов ). 

 

 

Миноры 

 

Выше было использовано понятие дополнительного минора матрицы. Да-

дим определение минора матрицы. 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Если в матрице А выделить несколько произвольных 

строк и столько же произвольных столбцов, то определитель, составленный из 

элементов, расположенных на пересечении этих строк и столбцов называется 

минором матрицы А. Если выделено s строк и столбцов, то полученный минор 

называется минором порядка s.  

 

Заметим, что вышесказанное применимо не только к квадратным матри-

цам, но и к прямоугольным. 

Если вычеркнуть из исходной квадратной матрицы А выделенные строки 

и столбцы, то определитель полученной матрицы будет являться дополнитель-

ным минором. 

 

Алгебраические дополнения 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Алгебраическим дополнением минора матрицы назы-

вается его дополнительный минор, умноженный на (-1) в степени, равной сумме 

номеров строк и номеров столбцов минора матрицы. 

В частном случае, алгебраическим дополнением элемента матрицы назы-

вается его минор, взятый со своим знаком, если сумма номеров столбца и  

строки, на которых стоит элемент, есть число четное и с противополож-

ным знаком, если нечетное. 

 

Теорема Лапласа. Если выбрано s строк матрицы с номерами i1, … ,is, 

то определитель этой матрицы равен сумме произведений всех миноров, распо-

ложенных в выбранных строках на их алгебраические дополнения. 

 

Обратная матрица 

 

Определим операцию деления матриц как операцию, обратную умножению. 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Если существуют квадратные матрицы Х и А, удовле-

творяющие условию: 

XA = AX = E, 

где Е – единичная матрица того же самого порядка, то матрица Х называется 

обратной к матрице А и обозначается А-1. 
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Каждая квадратная матрица с определителем, не равным нулю имеет об-

ратную матрицу и притом только одну. 

Рассмотрим общий подход к нахождению обратной матрицы. 

Исходя из определения произведения матриц, можно записать: 

AX = E  



n

k

ijkjik exa
1

, i = (1,n), j = (1,n),  

eij = 0, i  j, 

eij = 1, i = j . 

 

Таким образом, получаем систему уравнений: 

 





















0...

................................................

1...

................................................

0...

2211

2211

1212111

njnnjnjn

njjnjjjj

njnjj

xaxaxa

xaxaxa

xaxaxa

, 

 

Решив эту систему, находим элементы матрицы Х. 

 

Пример.  

Дана матрица А = 








43

21
, найти А-1. 

.
10

01

2221

1211

2221

1211




























xx

xx

aa

aa

 
 









































143

043

02

12

1

0

0

1

2212

2111

2212

2111

2222221221

2121221121

1222121211

1121121111

xx

xx

xx

xx

exaxa

exaxa

exaxa

exaxa

   





















2/1

2/3

1

2

22

21

12

11

x

x

x

x

 

 

Таким образом, А-1 = 












2/12/3

12
. 

 

Однако, такой способ не удобен при нахождении обратных матриц боль-

ших порядков, поэтому обычно применяют следующую формулу: 
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 

A

M
x

ji

ji

ij
det

1



 , 

 

где Мji – дополнительный минор элемента аji матрицы А. 

 

Пример.  

Дана матрица А = 








43

21
, найти А-1. 

det A = 4 – 6 = -2. 

 

M11 = 4; M12 = 3; M21 = 2; M22 = 1 

x11 = -2; x12 = 1; x21 = 3/2; x22 = -1/2 

 

Таким образом, А-1 = 












2/12/3

12
. 

 

Cвойства обратных матриц 

 

 

Укажем следующие свойства обратных матриц: 

 

1) (A-1)-1 = A; 

 

2) (AB)-1 = B-1A-1 

 

3) (AT)-1 = (A-1)T. 

 

 

Пример.  

 

Дана матрица А = 








41

23
, найти А3. 

А2 = АА = 








41

23









41

23
 = 









187

1411
; A3 = 









41

23









187

1411
 = 









8639

7847
. 

 

Отметим, что матрицы 








41

23
 и 









187

1411
 являются перестановочными. 
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ЗАНЯТИЕ 4,5 

 

ОПРЕДЕЛИТЕЛИ И ИХ СВОЙСТВА.  

(СВОЙСТВА ОПРЕДЕЛИТЕЛЕЙ. ВЫЧИСЛЕНИЕ ОПРЕДЕЛИТЕЛЕЙ) 

 

 

Теория определителей является универсальным аппаратом линейной ал-

гебры и широко используется не только в различных разделах математики, но и 

в других дисциплинах.  

Первое систематическое и обширное изложение теории определителей 

дал французский математик А. Вандермонд в 1772г. Следует отметить, что фун-

даментальные работы 1812-го года еще двух французских математиков О. Коши 

и Ж. Бине сыграли немаловажную роль в этой теории и привлекли к ней внима-

ние многих европейских ученых XIX века, в частности английского математика 

А. Кэли и немецкого математика К. Якоби. Собственно, только после работ А. 

Кэли определители, так же как и матрицы, стали самостоятельным объектом ин-

тереса математиков. Теория определителей сама послужила основой и дала 

жизнь новому и сложному разделу современной геометрии – теории инвариан-

тов. Кроме того, в терминах определителей выражаются векторное и смешанное 

произведение векторов, которые имеют много содержательных приложений в 

механике и физике. 

Теория определителей – аппарат, который широко используется в анали-

тической геометрии и других разделах высшей математики. Определители невы-

соких порядков желательно уметь вычислять согласно определению. Вычисле-

ние определителя второго и третьего порядков желательно иллюстрировать схе-

мой. Вычисление определителей выше третьего порядка производят путем ис-

пользования различных свойств, которыми обладают определители. Т.е. преоб-

разовывать их таким образом, чтобы все элементы некоторой строки, (столбца), 

кроме одного, обратились бы в нули. В этом случае каждое понижение порядка 

определителя приводит только к одному определителю (в отличие от разложения 

по строке (столбцу), которое сводит вычисление определителя n-го порядка к 

вычислению n определителей (𝑛 − 1)-х порядков).  

 

Обратить внимание на: 

 – Определение определителя квадратной матрицы п-го порядка. 

 – Вычисление определителей 2-го порядка. 

 – Вычисление определителей 3-го порядка. 

 – Преобразования определителя квадратной матрицы n-го порядка, неиз-

меняющие его. 

 – Равноправность строк и столбцов определителя. 

 – Преобразования определителя квадратной матрицы n-го порядка, обра-

щающие его в 0. 

 – Самый общий случай равенства нулю определителя. 
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 – Преобразования определителя квадратной матрицы n-го порядка, под-

вергающие его легко отслеживаемым изменениям. 

 

Определители 

(детерминанты) 

 

 ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Определителем квадратной матрицы  

 

А = 





















nnnn

n

n

aaa

aaa

aaа

...

............

...

...

21

22221

11211

 называется число, которое может быть вычислено 

по элементам матрицы по формуле: 

 

det A = 



n

k

kk
k Ma

1

11
1)1( ,     (1) 

 

где (1) М1к – детерминант матрицы, полученной из исходной вычеркиванием пер-

вой строки и k – го столбца. Следует обратить внимание на то, что определители 

имеют только квадратные матрицы, т.е. матрицы, у которых число строк равно 

числу столбцов. 

Формула (1) позволяет вычислить определитель матрицы по первой 

строке, также справедлива формула вычисления определителя по первому 

столбцу: 

 

det A = 



n

k

kk
k Ma

1

11
1)1(     (2) 

Вообще говоря, определитель может вычисляться по любой строке или 

столбцу матрицы, т.е. справедлива формула: 

 

detA = 



n

k

ikik
ik Ma

1

)1( , i = 1,2,…,n.   (3) 

 

Очевидно, что различные матрицы могут иметь одинаковые определи-

тели. 

 

Определитель единичной матрицы равен 1. 

 

Для указанной матрицы А число М1к называется дополнительным ми-

нором элемента матрицы a1k. Таким образом, можно заключить, что каждый эле-

мент матрицы имеет свой дополнительный минор. Дополнительные миноры су-

ществуют только в квадратных матрицах. 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Дополнительный минор произвольного элемента 

квадратной матрицы aij равен определителю матрицы, полученной из исходной 

вычеркиванием i-ой строки и j-го столбца.  

 

Свойство1. Важным свойством определителей является следующее соот-

ношение: det A = det AT; 

 

Свойство 2. det ( A  B) = det A  det B. 

 

Свойство 3. det (AB) = detA  detB 

 

Свойство 4. Если в квадратной матрице поменять местами какие-либо 

две строки (или столбца), то определитель матрицы изменит знак, не изменив-

шись по абсолютной величине. 

 

Свойство 5. При умножении столбца (или строки) матрицы на число ее 

определитель умножается на это число. 

 

Свойство 6. Если в матрице А строки или столбцы линейно зависимы, то 

ее определитель равен нулю. 

 

Определение: Столбцы (строки) матрицы называются линейно зависи-

мыми, если существует их линейная комбинация, равная нулю, имеющая нетри-

виальные (не равные нулю) решения. 

 

Свойство 7. Если матрица содержит нулевой столбец или нулевую 

строку, то ее определитель равен нулю. (Данное утверждение очевидно, т.к. счи-

тать определитель можно именно по нулевой строке или столбцу.) 

 

Свойство 8. Определитель матрицы не изменится, если к элементам од-

ной из его строк(столбца) прибавить(вычесть) элементы другой строки(столбца), 

умноженные на какое-либо число, не равное нулю. 

 

Свойство 9. Если для элементов какой – либо строки или столбца мат-

рицы верно соотношение: d = d1  d2 , e = e1  e2 , f = f1  f2 , то верно: 

 

mlk

fed

cba

mlk

fed

cba

mlk

fed

cba

222111   
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Пример.  

Вычислить определитель матрицы А = 


















113

320

121

 










)2310()3310(2)3112(

13

20
1

13

30
2

11

32
1

113

320

121

 

 = -5 + 18 + 6 = 19. 

 

Пример: 

Даны матрицы А = 








43

21
, В = 









31

25
. Найти det (AB). 

1-й способ:  

det A = 4 – 6 = -2; det B = 15 – 2 = 13;  

det (AB) = det A det B = -26. 

 

2 – й способ:  

AB = 





















1819

87

34231453

32211251
,  

det (AB) = 718 – 819 = 126 – 152 = – 26. 

 

 

Решить на занятии: 

[1] 188, 189, 190,197,198, 199,200, 1,5,6, 14,43,44,45,56, 

[2] 11.2(a), 11.3(а, г), 11.5,11.7; вычислить определители 13.1 (а, в, д), ис-

пользуя свойства и определение. 

 

Домашнее задание: 

[2] 10.1, 10.2, 10.3,10.4(в,г), 9.1 (а, б,в,г), 9.2(а, б,в,г), 11.2(6), 11.3(6, в), 

11.4,11.6; вычислить определители 13.1(6, г, е),используя свойства и 

определение. 
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ЗАНЯТИЕ 6 

 

ОБРАТНАЯ МАТРИЦА. ПРОСТЕЙШИЕ МАТРИЧНЫЕ  

УРАВНЕНИЯ. (ПОНЯТИЕ ОБРАТНОЙ МАТРИЦЫ  

И ПОРЯДОК ЕЕ ПОЛУЧЕНИЯ ДВУМЯ СПОСОБАМИ 

 

  

Методы решения простейших матричных уравнений). 

В матричной алгебре понятие обратной матрицы вводится аналогично по-

нятию обратного числа в обычной алгебре и распространяется только на квад-

ратные матрицы. При этом обозначение обратной матрицы не должно вводить в 

заблуждение – это не возведение в минус первую степень, а просто обозначение. 

Во всем остальном присутствует аналогия с числами. 

 

Обратить внимание на: 

 – Обратная матрица. 

 – Единственность обратной матрицы. 

 – Вычисление обратной матрицы с помощью элементарных преобразова-

ний 

 – Формула для вычисления обратной матрицы. 

 – Условия существования обратной матрицы. 

 – Невырожденные матрицы 

 – Матричные уравнения. 

 

Пример.  

Вычислить определитель 

3412

1230

2112

4301





. 

3412

1230

2112

4301





 = -1

412

230

112

4

312

130

212

3

341

123

211 









 

 

341

123

211

 = -1(6 – 4) – 1(9 – 1) + 2(12 – 2) = -2 – 8 + 20 = 10. 
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312

130

212 

 = 

312

130

120 

 = 2(0 – 2) – 1(0 – 6) = 2. 

 

412

230

112 

 = 

412

230

320 

 = 2(-4) – 3(-6) = -8 + 18 = 10. 

 

Значение определителя: -10 + 6 – 40 = -44. 

 

 

Базисный минор матрицы. 

Ранг матрицы 

Как было сказано выше, минором матрицы порядка s называется опреде-

литель матрицы, образованной из элементов исходной матрицы, находящихся на 

пересечении каких – либо выбранных s строк и s столбцов. 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. В матрице порядка mn минор порядка r называется ба-

зисным, если он не равен нулю, а все миноры порядка r+1 и выше равны нулю, 

или не существуют вовсе, т.е. r совпадает с меньшим из чисел m или n.  

Столбцы и строки матрицы, на которых стоит базисный минор, также 

называются базисными. 

 

В матрице может быть несколько различных базисных миноров, имею-

щих одинаковый порядок. 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Порядок базисного минора матрицы называется ран-

гом матрицы и обозначается Rg А. 

 

Очень важным свойством элементарных преобразований матриц является 

то, что они не изменяют ранг матрицы. 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Матрицы, полученные в результате элементарного пре-

образования, называются эквивалентными. 

Надо отметить, что равные матрицы и эвивалентные матрицы – понятия 

совершенно различные. 

 

Теорема. Наибольшее число линейно независимых столбцов в матрице 

равно числу линейно независимых строк. 

 

Т.к. элементарные преобразования не изменяют ранг матрицы, то можно 

существенно упростить процесс нахождения ранга матрицы. 
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Пример.  

Определить ранг матрицы. 

 

















110002

00000

50001

 








110002

50001
 









112

51
,  

 011011
112

51
 RgA = 2. 

 

Пример:  

Определить ранг матрицы. 

 

















531

321

753

 
















531

321

1284

 
















531

321

321

 








531

321
,  

 0123
31

21
 Rg = 2. 

 

Пример. Определить ранг матрицы.  

 

















43121

86243

43121

 








86243

43121
, .0264

43

21
  Rg = 2. 

 

Если с помощью элементарных преобразований не удается найти мат-

рицу, эквивалентную исходной, но меньшего размера, то нахождение ранга мат-

рицы следует начинать с вычисления миноров наивысшего возможного порядка. 

В вышеприведенном примере – это миноры порядка 3. Если хотя бы один из них 

не равен нулю, то ранг матрицы равен порядку этого минора. 

 

 

Теорема о базисном миноре 

 

Теорема. В произвольной матрице А каждый столбец (строка) является 

линейной комбинацией столбцов (строк), в которых расположен базисный минор. 

Таким образом, ранг произвольной матрицы А равен максимальному 

числу линейно независимых строк (столбцов) в матрице. 
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Если А – квадратная матрица и detA = 0, то по крайней мере один из столб-

цов – линейная комбинация остальных столбцов. То же самое справедливо и для 

строк. Данное утверждение следует из свойства линейной зависимости при опре-

делителе равном нулю. 

 

Решение матричных уравнений 

 

Матричные уравнения имеют следующий вид: 

 

1. Аλ = В 2. ХА = В 3. АХВ = С  

 

1) АХ = В 2) ХА = В 3)АХВ = С 

А-1АХ = А-1В ХА А-1 = В А-1 А-1АХВ В-1 = А-1С В-1 

ЕХ = А-1В ХЕ = В А-1 ЕХЕ = А-1 СВ-1  

Х = А-1В Х = В А-1 Х = А-1 СВ-1  

 

Типовое матричное уравнение состоит, как правило, из нескольких мат-

риц и неизвестной матрицы , которую предстоит найти. То есть, решением 

матричного уравнения является матрица. 

 

Пример  

Решить матричное уравнение, выполнить проверку 

 
 

Как решить матричное уравнение? 

В правой части умножаем каждый элемент матрицы на три, а матрицу ле-

вой части переносим направо со сменой знака: 

 

 

Выразим , для этого обе части уравнения умножим на : 
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Все числа матрицы делятся на 2, поэтому уместно избавиться от дроби. А 

заодно и от «минуса». Делим каждый элемент матрицы на –2: 

 

Ответ:  

 

 

Как выполнить проверку? 

Подставим найденное значение  в левую часть исходного урав-

нения и проведём упрощения: 

 
 

Последним действием вынесли «тройку» из матрицы. 

Получена правая часть исходного уравнения, значит решение найдено 

правильно. 

Кстати, всегда ли матричное уравнение вообще имеет решение? Конечно 

не всегда.  

Простейшее доказательство: (1 2) + 𝑋 =  (
3
4
). 

 

Решить на занятии: 

Привести матрицы [2] 7.1 (а, в, д, ж) к ступенчатому виду с помощью эле-

ментарных преобразований. 

Найти с помощью элементарных преобразований обратную к матрице 

[1] 836,837,840,842, 844.  

Найти с помощью присоединенной матрицы обратную к матрице 

[1] 836,842,844; [2] 18.3(а, г,е, л). 

 

Домашнее задание: 

Привести матрицы [2] 7.1(6, г, е, к) к ступенчатому виду с помощью эле-

ментарных преобразований. 

[2] 18.9( б, в, з, к,л). 

[2] 18.8( з, и, к), 18.3(6,в,д,ж,к). 
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ЗАНЯТИЕ 7 

 

СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ. РЕШЕНИЕ СЛАУ  

МЕТОДОМ ОБРАТНОЙ МАТРИЦЫ. (ИССЛЕДОВАНИЕ СИСТЕМ  

ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ. ТЕОРЕМА КРОНЕКЕРА-КАПЕЛЛИ.  

ПРЕДСТАВЛЕНИЕ СЛАУ В МАТРИЧНОМ ВИДЕ. РЕШЕНИЕ  

СЛАУ МАТРИЧНЫМ МЕТОДОМ) 

 

 

Теория систем линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) является од-

ним из основных разделов линейной алгебры. Нет такой отрасли науки и прило-

жений, где в том или ином виде не использовались бы СЛАУ. 

Хотя общая теория СЛАУ и была завершена к концу XIX века, исследо-

вания в этой области продолжаются до сих пор. Они стали более чем актуаль-

ными в связи с применением в исследованиях электронных вычислительных 

средств и необходимостью экстраполировать различные задачи со многими па-

раметрами в физике, космонавтике, теории кодирования, некоторых разделах ма-

тематики и т.д. Представляет большой практический интерес построение алго-

ритмов получения решений СЛАУ с минимальной допустимой погрешностью и 

минимальной вычислительной трудоемкостью. Таким образом, вполне вероятно, 

что новые практические и теоретические задачи выдвинут новые проблемы пе-

ред старейшим разделом математики – теорией СЛАУ. 

 

Обратить внимание на: 

 – Обратная матрица. 

 – Единственность обратной матрицы. 

 – Вычисление обратной матрицы с помощью элементарных преобразований. 

 

 

Системы линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) 

Решение произвольных систем линейных уравнений 

 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Линейным уравнением относительно неизвестных 

𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 называют выражение вида 𝑎1𝑥1 + 𝑎2𝑥2 +⋯+ 𝑎𝑛𝑥𝑛  =  𝑏 , где 

а1, а2, … , а𝑛, 𝑏 – числа. 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Решением линейного уравнения с n неизвестными 

𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 называют последовательность n чисел 𝑘1, 𝑘2, … , 𝑘𝑛, если данное 

уравнение превращается в верное числовое равенство после подстановки 𝑥1  =
 𝑘1, 𝑥2  =  𝑘2, … , 𝑥𝑛  =  𝑘𝑛 , а – коэффициент при неизвестной, b – свободный член 

(любое число). 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Уравнения, имеющие одни и те же корни (в случае 

кратных корней не важно, чтобы кратности соответствующих корней совпа-

дали), называют равносильными. Равносильными считаются и уравнения, каж-

дое из которых не имеет корней.  

Решить уравнение это значит найти такие числа (корни уравнения), что 

при подстановке их вместо переменных 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 получается верное равен-

ство, либо понять, что корней нет. 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Противоречивым линейным уравнением называется 

уравнение вида 

0𝑥1 + 0𝑥2 +⋯+ 0𝑥𝑛  =  𝑏, так как b≠0, то оно не имеет решений. 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Линейное уравнение вида 0𝑥1 + 0𝑥2 +⋯+ 0𝑥𝑛  =  0, 

называется тривиальным, его решением является любая последовательность чи-

сел 𝑘1, 𝑘2, … , 𝑘𝑛. 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Переменная х, называется разрешенной, если какое-ни-

будь уравнение системы содержит х, с коэффициентом, равным 1, а во все 

остальные уравнения системы переменная х не входит, т.е. входит с коэффици-

ентом, равным нулю. 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Переменные системы, которые не входят в данный 

набор разрешенных неизвестных, называются свободными. 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Система m уравнений с n неизвестными в общем виде 

записывается следующим образом: 



















mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

...

...............................................

...

...

2211

22222121

11212111

,     (1) 

 

где aij – коэффициенты, а bi – постоянные. Решениями системы являются n чисел, 

которые при подстановке в систему превращают каждое ее уравнение в тожде-

ство. 

а11, а12, … , а𝑚𝑛 – коэффициенты системы 

𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑚 – свободные члены 

𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 – неизвестные. 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Для системы линейных уравнений вида (1) матрица 

 

А = 





















mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

...

............

...

...

21

22221

11211

 называется матрицей системы, а матрица 

 

А* = 





















mmnmm

n

n

baaa

baaa

baaa

...

...............

...

...

21

222221

111211

 называется расширенной матрицей си-

стемы 

 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Решением СЛАУ называется последовательность чисел 

𝑘1, 𝑘2, … , 𝑘𝑛 при подстановке которых в СЛАУ вместо неизвестных 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 

каждое уравнение обращается в верное равенство. 

𝑥1  =  𝑘1;  𝑥2  =  𝑘2 
 

{
𝑥1 + 𝑥2  =  3
2𝑥1 − 𝑥2  =  0 

{
𝑥1  =  1
𝑥2  =  2 

 – решение уравнения. 

 

Решить СЛАУ – значит найти все решения или доказать, что их нет. 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Два СЛАУ называются эквивалентными или равно-

сильными, если они имеют одинаковые решения. 

 

Замечание. С помощью элементарных преобразований получаются экви-

валентные СЛАУ. 

 

Под элементарными преобразованиями будем понимать: 

1. Перестановка местами уравнений. 

2. Умножение всех элементов уравнения на одно и тоже число. (≠0) 

3. Прибавление к обеим частям одного уравнения соответствующие части 

другого уравнения. 

 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. СЛАУ называется  

1. Совместной, если она имеет хотя бы одно решение. 

2. Определенной, если она имеет ровно одно решение. 

3. Неопределенной, если она имеет более одного решения. 

4. Несовместной, если она не имеет решений. 
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 СЛАУ  

 

Совместная       Несовместная 

 

 

определенная  неопределенная  

 

Определенная СЛАУ =>  совместная неопределенная СЛАУ. 

 

1. {
𝑥1 + 3𝑥2  =  4
2𝑥1 − 𝑥2  =  1 

 < = > {
𝑥1  =  1
𝑥2  =  1 

 одно решение 

 

2. {
𝑥1 + 3𝑥2  =  3
2𝑥1 + 6𝑥2  =  8 

{
𝑥1 + 3𝑥2  =  4
𝑥1  =  4 − 3𝑥2

 {
𝑥1  =  4
𝑥2  =  0 

 {
𝑥1  =  −26
𝑥2  =  10 

 множество ре-

шений. 

 

3. несовместная {
𝑥1 + 3𝑥2  =  4
2𝑥1 + 3𝑥2  =  3 

{
0 =  1

𝑥1 + 3𝑥2  =  4 
 решений нет. 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Если b1, b2, …,bm = 0, то система называется однород-

ной. Однородная система всегда совместна. 

 

 

Теорема Кронекера – Капелли 

(условие совместности системы) 

(Леопольд Кронекер (1823-1891) немецкий математик) 

 

Теорема: Система совместна (имеет хотя бы одно решение) тогда и 

только тогда, когда ранг матрицы системы равен рангу расширенной матрицы.  

RgA = RgA*. 

 

Очевидно, что система (1) может быть записана в виде: 

x1
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

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
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




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





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a

a

+ … + xn 











































mmn

n

n

b

b

b

a

a

a

......

2

1

2

1

 

 

Доказательство. 

1) Если решение существует, то столбец свободных членов есть линейная 

комбинация столбцов матрицы А, а значит добавление этого столбца в матрицу, 

т.е. переход АА* не изменяют ранга. 
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2) Если RgA = RgA*, то это означает, что они имеют один и тот же базис-

ный минор. Столбец свободных членов – линейная комбинация столбцов базис-

ного минора, те верна запись, приведенная выше. 

 

Пример.  

Определить совместность системы линейных уравнений: 

 















4222512112

25432

19753

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

 

~

222512112

97531

97531

~

222512112

27211593

97531

~

222512112

54321

97531

















































А  

 

~ 








222512112

97531
. 0561

112

31
  RgA = 2. 

 

A* = 


































4222512112

100000

197531

~

4222512112

254321

197531

 RgA* = 3. 

 

Система несовместна. 

 

Пример.  

Определить совместность системы линейных уравнений. 

;

5163

865

12107

423

14

21

21

21

21

21
























xx

xx

xx

xx

xx

  

 

А = 



























163

65

107

23

41

; 
23

41 
 = 2 + 12 = 14  0; RgA = 2; 
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A* = 






 





















 





















































120

141
~

120

120

120

120

141

~

240

13260

19380

7140

141

~

5163

865

12107

423

141

 

 

.02
20

41



  

 

RgA* = 2. 

 

Система совместна. Решения: x1 = 1; x2 = 1/2. 

 

Матричный метод решения систем линейных уравнений 

 

 

Матричный метод применим к решению систем уравнений, где число 

уравнений равно числу неизвестных. 

Метод удобен для решения систем невысокого порядка. 

Метод основан на применении свойств умножения матриц. 

 

Пусть дана система уравнений:  

 



















nnnnnn

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

...

...............................................

...

...

2211

22222121

11212111

 

 

Составим матрицы: A = 





















nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

...

............

...

...

21

22221

11211

; матрица системы 

B = 





















nb

b

b

...

2

1

; матрица свободных членов X = 





















nx

x

x

...

2

1

 матрица столбец неиз-

вестных. 
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Систему уравнений можно записать: AX = B. 

Сделаем следующее преобразование: A-1AX = A-1B,  

т.к. А-1А = Е, то ЕХ = А-1В 

 

Х = А-1В 

 

Для применения данного метода необходимо находить обратную мат-

рицу, что может быть связано с вычислительными трудностями при решении си-

стем высокого порядка. 

Данный метод применим только в случае, когда m = n. И матрица невы-

рожденная (квадратная). 

 

Пример.  

Решить систему уравнений: 

 















16234

1432

05

zyx

zyx

zyx

 

 

Х = 
















z

y

x

, B = 
















16

14

0

, A = 














 

234

321

115

 

 

Найдем обратную матрицу А-1. 

 

 = det A = 



234

321

115

5(4-9) + 1(2 – 12) – 1(3 – 8) = -25 – 10 +5 = -30. 

 

M11 = 
23

32
 = -5;  M21 = 

23

11 
 = 1;  M31 = 

32

11 
 = -1; 

M12 = ;10
24

31
   M22 = ;14

24

15



  M32 = ;16

31

15



 

M13 = ;5
34

21
   M23 = ;19

34

15



  M33 = ;11

21

15



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;
30

11
;

30

19
;

30

5

;
30

16
;

30

14
;

30

10

;
30

1
;

30

1
;

30

5

1
33

1
32

1
31

1
23

1
22

1
21

1
13

1
12

1
11













aaa

aaa

aaa

  

 

A-1 = 



























30

11

30

19

6

1
15

8

15

7

3

1
30

1

30

1

6

1

; 

 

Сделаем проверку: 

AA-1 = 

Е

































































 

2248438424103020

333215728115205

111651914551025

30

1

30

11

30

19

30

5
30

16

30

14

30

10
30

1

30

1

30

5

234

321

115

. 

 

Находим матрицу Х. 

 

Х = 
















z

y

x

 = А-1В = 



























30

11

30

19

6

1
15

8

15

7

3

1
30

1

30

1

6

1


















16

14

0

 = 















































3

2

1

30

176

30

266
0

6

1
15

128

15

98
0

3

1
30

16

30

14
0

6

1

. 

 

Итого решения системы: x = 1; y = 2; z = 3. 

Недостатки: 

1) m = n (число неизвестных равно числу уравнений) 

2) если матрица вырожденная, то решение найти невозможно. 

3) огромное решение. Данный метод не используется для СЛАУ с числом 

неизвестных больше 3. 
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Решить на занятии: 

Найти с помощью элементарных преобразований обратную к матрице 

[1] 836, 837, 840, 842, 844. 

 

Домашнее задание: 

[2] 18.9 (б, в, з, к, л). 
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ЗАНЯТИЕ 8 

 

РЕШЕНИЕ СЛАУ С ПОМОЩЬЮ ФОРМУЛ КРАМЕРА.  

(ФОРМУЛЫ КРАМЕРА. АЛГОРИТМ НАХОЖДЕНИЯ РЕШЕНИЯ  

СЛАУ С ПОМОЩЬЮ ФОРМУЛ КРАМЕРА.  

ОГРАНИЧЕНИЯ ДАННОГО МЕТОДА) 

 

 

Метод Крамера (правило Крамера) – способ решения систем линейных 

алгебраических уравнений с числом уравнений равным числу неизвестных с 

ненулевым главным определителем матрицы коэффициентов системы (причём 

для таких уравнений решение существует и единственно). 

Метод Крамера основан на использовании определителей в решении си-

стем линейных уравнений. Это значительно ускоряет процесс решения. 

Метод Крамера может быть использован в решении системы стольких ли-

нейных уравнений, сколько в каждом уравнении неизвестных. Если определи-

тель системы не равен нулю, то метод Крамера может быть использован в реше-

нии, если же равен нулю, то не может. Кроме того, метод Крамера может быть 

использован в решении систем линейных уравнений, имеющих единственное ре-

шение. 

 

Обратить внимание на: 

-Теорему Крамера о системах п линейных уравнений с п неизвестными. 

-Условия, при которых применяется теорема Крамера. 

 

Метод Крамера 

(Габриель Крамер (1704-1752) швейцарский математик) 

 

Данный метод также применим только в случае систем линейных уравне-

ний, где число переменных совпадает с числом уравнений. Кроме того, необхо-

димо ввести ограничения на коэффициенты системы. Необходимо, чтобы все 

уравнения были линейно независимы, т.е. ни одно уравнение не являлось бы ли-

нейной комбинацией остальных. 

Для этого необходимо, чтобы определитель матрицы системы не рав-

нялся 0. 

det A  0; 

Действительно, если какое – либо уравнение системы есть линейная ком-

бинация остальных, то если к элементам какой – либо строки прибавить эле-

менты другой, умноженные на какое – либо число, с помощью линейных преоб-

разований можно получить нулевую строку. Определитель в этом случае будет 

равен нулю. 
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Теорема. (Правило Крамера) 

 

Теорема. Система из n уравнений с n неизвестными  



















nnnnnn

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

...

...............................................

...

...

2211

22222121

11212111

 

 

в случае, если определитель матрицы системы не равен нулю, имеет единствен-

ное решение и это решение находится по формулам: 

xi = i/, 

где  = det A, а i – определитель матрицы, получаемой из матрицы системы 

заменой столбца i столбцом свободных членов bi. 

i = 

nnninnin

niii

nii

aabaa

aabaa

aabaa

......

.........

......

......

111

2122221

11111111







 

 

Пример.  

Найти решение системы уравнений: 















3333232131

2323222121

1313212111

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

 

 

A = 
















333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

; 1 = 

33323

23222

13121

aab

aab

aab

;  

 

2 = 

33331

23221

13111

aba

aba

aba

; 3 = 

33231

22221

11211

baa

baa

baa

; 

 

x1 = 1/detA; x2 = 2/detA; x3 = 3/detA; 

 

Пример.  

Найти решение системы уравнений: 














16234

1432

05

zyx

zyx

zyx
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 = 

234

321

115 

 = 5(4 – 9) + (2 – 12) – (3 – 8) = -25 – 10 + 5 = -30; 

 

1 = 

2316

3214

110 

 = (28 – 48) – (42 – 32) = -20 – 10 = -30. 

 

x1 = 1/ = 1; 

2 = 

2164

3141

105 

 = 5(28 – 48) – (16 – 56) = -100 + 40 = -60. 

 

x2 = 2/ = 2; 

 

3 = 

1634

1421

015 

 = 5( 32 – 42) + (16 – 56) = -50 – 40 = -90. 

x3 = 3/ = 3. 

 

Как видно, результат совпадает с результатом, полученным выше матрич-

ным методом. 

 

Если система однородна, т.е. bi = 0, то при 0 система имеет единствен-

ное нулевое решение x1 = x2 = … = xn = 0. 

При  = 0 система имеет бесконечное множество решений. 

 

Для самостоятельного решения: 

 















6352

10523

1263

zyx

zyx

zyx

; Ответ: x = 0; y = 0; z = -2. 

 

Решить на занятии: 

[1] 562, 560, 554, 556, 558. 

 

Домашнее задание: 

[l] 555, 557, 559, 561, 563. 
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ЗАНЯТИЕ 9 

 

РЕШЕНИЕ СЛАУ МЕТОДОМ ГАУССА.  

(АЛГОРИТМ МЕТОД ГАУССА. НИСХОДЯЩАЯ И ВОСХОДЯЩАЯ 

ЧАСТЬ МЕТОДА РЕШЕНИЯ. МЕТОД ЖОРДАНО-ГАУССА) 

 

 

Методы решения СЛАУ – матричный метод и метод Крамера являются 

очень трудоемкими по количеству вычислительной работы. Оба они требуют по-

рядка арифметических действий для нахождения решения СЛАУ. При это соста-

вит около 3000 действий, при – около действий. При решении серьезных при-

кладных задач приходится иметь дело с системами уравнений порядка и более. 

При таких масштабах даже суперкомпьютерам потребуется огромное время для 

нахождения решения СЛАУ. Кроме того, погрешности компьютерного округле-

ния чисел приводят к значительным ошибкам в расчетах численного решения 

систем уравнений большого порядка. Между тем существуют более экономич-

ные методы решения СЛАУ, основанные на предварительном преобразовании 

расширенной матрицы системы к специальному виду. В частности, одним из них 

является метод Жордана-Гаусса. 

На методе Жордана-Гаусса основаны многие алгоритмы линейной ал-

гебры. Этот метод обладает двумя важнейшими чертами – он процедурен и ре-

курсивен. 

Процедурность означает, что в методе выделена некоторая последова-

тельность однотипных шагов (процедура исключения неизвестного), а рекурсив-

ность означает, что процедура последовательно применяется к исходной си-

стеме, результату применения процедуры и т.д. Выход из этой цепочки происхо-

дит автоматически, когда применение процедуры становится невозможным. 

В общем случае число уравнений в СЛАУ не равно числу неизвестных. 

Если это не так, то система уравнений может быть либо несовместной, либо сов-

местной. В последнем случае она эквивалентна либо системе уравнений с неиз-

вестными, имеющей единственное решение, либо неопределенной системе урав-

нений, имеющей бесконечное множество решений. 

Исчерпывающий ответ на вопрос о совместности произвольной СЛАУ 

дает теорема Кронекера-Капелли. Следствия из данной теоремы служат базой 

для практического разыскания всех решений совместной СЛАУ. 

Универсальным методом решения СЛАУ является метод Жордана-

Гаусса. По сравнению с другими этот метод имеет ряд достоинств: он суще-

ственно менее трудоемок, позволяет однозначно установить, является ли данная 

система определенной, неопределенной или несовместной, а в случае совмест-

ности системы – определить число её независимых уравнений и исключить 

«лишние». Таким образом, методом Жордана-Гаусса можно решить любую си-

стему линейных уравнений или установить, что она решений не имеет. 

В теории систем линейных уравнений системы однородных уравнений 

играют важную роль вследствие особых свойств их решений и существующей 



44 

 

простой связи между решениями произвольной системы линейных уравнений и 

ассоциированной с ней системы линейных однородных уравнений. 

Система линейных однородных уравнений всегда совместна и имеет, по 

крайней мере, одно решение – нулевое. 

Решения системы однородных уравнений образуют векторное простран-

ство. Базисом данного пространства является фундаментальная система решений 

(ФСР). При этом общее решение системы однородных уравнений определяется 

как линейная комбинация решений, входящих в ФСР. 

Общее решение произвольной совместной системы линейных уравнений 

представляется в виде суммы любого её частного решения и общего решения 

ассоциированной с ней системы линейных однородных уравнений. 

 

Обратить внимание на: 

 – Основные понятия теории решения систем линейных уравнений. 

 – Элементарные преобразования систем линейных уравнений. 

 – Равносильные системы линейных уравнений. 

 – Метод Гаусса 

 – Теорему Кронекера-Капелли.  

 – Критерий определённости системы линейных уравнений. 

 – Применение критерия совместности системы линейных уравнений при 

решении систем линейных уравнений с параметрами. 

 

Метод Гаусса 

(Карл Фридрих Гаусс (1777-1855) немецкий математик) 

 

В отличие от матричного метода и метода Крамера, метод Гаусса может 

быть применен к системам линейных уравнений с произвольным числом урав-

нений и неизвестных. Суть метода заключается в последовательном исключении 

неизвестных. 

Рассмотрим систему линейных уравнений: 



















mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

...

...............................................

...

...

2211

22222121

11212111

 

 

Разделим обе части 1–го уравнения на a11  0, затем: 

1) умножим на а21 и вычтем из второго уравнения 

2) умножим на а31 и вычтем из третьего уравнения и т.д. 
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Получим: 



















mnmnmm

nn

nn

dxddxd

dxdxdxd

dxdxdx

...

..............................................

...

...

322

22323222

112121

,  

 

где d1j = a1j/a11, j = 2, 3, …, n+1. 

 

dij = aij – ai1d1j i = 2, 3, … , n; j = 2, 3, … , n+1. 

 

Далее повторяем эти же действия для второго уравнения системы, потом 

для третьего и т.д. 

 

Пример.  

Решить систему линейных уравнений методом Гаусса. 

 















107

332

52

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

 

Составим расширенную матрицу системы. 

 

А* = 

 

























































































2100

11750

3321

~

3122150

11750

3321

~

~

10117

5112

3321

~

10117

3321

5112

 

 

Таким образом, исходная система может быть представлена в виде: 

 















2

1175

332

3

32

321

x

xx

xxx

,  

откуда получаем: x3 = 2; x2 = 5; x1 = 1. 
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Пример.  

Решить систему методом Гаусса. 















16234

1432

05

zyx

zyx

zyx

 

 

Составим расширенную матрицу системы. 

 




































































 

18600

401050

14321

~

~

7016110

401050

14321

~

0115

16234

14321

~

16234

14321

0115

 

Таким образом, исходная система может быть представлена в виде: 

 















186

40105

1432

z

zy

zyx

,  

откуда получаем: z = 3; y = 2; x = 1. 

 

Полученный ответ совпадает с ответом, полученным для данной системы 

методом Крамера и матричным методом. 

 

Достоинства: 

1) легкость метода,  

2) число неизвестных и число уравнений могут не совпадать, 

3) для любого числа неизвестных, 

4) алгоритмичность метода. 

 

Метод Жордана-Гаусса 

 

Алгоритм: 

1. Выбирают первый слева столбец матрицы, в котором есть хоть одно 

отличное от нуля значение. 

2. Если самое верхнее число в этом столбце ноль, то меняют всю первую 

строку матрицы с другой строкой матрицы, где в этой колонке нет нуля. 

3. Все элементы первой строки делят на верхний элемент выбранного 

столбца. 
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4. Из оставшихся строк вычитают первую строку, умноженную на пер-

вый элемент соответствующей строки, с целью получить первым элементом каж-

дой строки (кроме первой) ноль. 

5. Далее проводят такую же процедуру с матрицей, получающейся из ис-

ходной матрицы после вычёркивания первой строки и первого столбца. 

6. После повторения этой процедуры n-1 раз получают верхнюю тре-

угольную матрицу. 

7. Вычитают из предпоследней строки последнюю строку, умноженную 

на соответствующий коэффициент, с тем, чтобы в предпоследней строке оста-

лась только 1 на главной диагонали. 

8. Повторяют предыдущий шаг для последующих строк. В итоге полу-

чают единичную матрицу и решение на месте свободного вектора (с ним необ-

ходимо проводить все те же преобразования). 

 

Пример. 

 

Для решения следующей системы уравнений: {
𝑎 + 𝑏 + 𝑐 =  0
4𝑎 + 2𝑏 + 𝑐 =  1
9𝑎 + 3𝑏 + 𝑐 =  3

 

 

 

запишем её в виде матрицы 3×4, где последний столбец является свобод-

ным членом: 

(

1 1 1 |0
4 2 1 |1
9 3 1 |3

) 

 

Проведём следующие действия: 

К строке 2 добавим: −4 × Строку 1. 

К строке 3 добавим: −9 × Строку 1. 

 

Получим: 

(

1 1 1 |0
0 −2 −3 |1
0 −6 −8 |3

) 

 

К строке 3 добавим: −3 × Строку 2. 

Строку 2 делим на −2 

 

(

1 1 1 | 0

0 1
3

2
| −
1

2
0 0 1 | 3

) 
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К строке 1 добавим: −1 × Строку 3. 

К строке 2 добавим: −3/2 × Строку 3. 

 

(

1 1 0 | 0

0 1 0 | −
1

2
0 0 1 | 0

) 

 

К строке 1 добавим: −1 × Строку 2. 

(

 
 
1 0 0 | 

1

2

0 1 0 | −
1

2
0 0 1 | 0 )

 
 

 

 

В правом столбце получаем решение: 

.𝑎 =  
1

2
; 𝑏 =  −

1

2
; 𝑐 =  0  . 

 

 

Решить на занятии: 

[2] 8.1 (а, в, д, ж), 8.2(а,е, з). 

 

Домашнее задание: 
[2] 8.1(6, г, е,з), 8.2(6, в,ж). 
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ЗАНЯТИЕ 10 

 

ОДНОРОДНЫЕ СЛАУ. (ПОНЯТИЕ ОДНОРОДНО СЛАУ.  

ФУНДАМЕНТАЛЬНАЯ СИСТЕМА РЕШЕНИЙ) 

 

 

Для изучения этой темы желательно вспомнить тему "Система линейных 

алгебраических уравнений». Следствие из теоремы Кронекера-Капелли одно-

значно указывает на то, что если СЛАУ имеет решение, то есть только два вари-

анта. Либо это решение единственно (и тогда СЛАУ называют определённой), 

либо этих решений бесконечно много (такую СЛАУ именуют неопределённой).  

Возникает первый вопрос: как выяснить, сколько решений имеет задан-

ная однородная СЛАУ? С однородными СЛАУ связано дополнительное понятие 

– фундаментальная система решений. Если ранг матрицы системы однородной 

СЛАУ равен r, то такая СЛАУ имеет n−r линейно независимых решений. Одно-

родная система всегда совместна, поскольку любая однородная линейная си-

стема имеет по крайней мере одно решение. Если однородная система имеет 

единственное решение, то это единственное решение – нулевое, и система назы-

вается тривиально совместной. Если же однородная система имеет более одного 

решения, то среди них есть и ненулевые и в этом случае система называется не-

тривиально совместной. Доказано, что при m = n для нетривиальной совместно-

сти системы необходимо и достаточно, чтобы определитель матрицы системы 

был равен нулю. 

Обратить внимание на: 

 – Ненулевые решения однородной системы линейных уравнений. 

 – Свойства решений однородной системы линейных уравнений. 

 – Базис множества решений однородной системы линейных уравнений. 

 – Нахождение фундаментальной системы решений однородной системы 

линейных уравнений. 

 – Выражение общего решения системы однородных линейных уравне-

ний через фундаментальную систему решений. 

 

Однородные СЛАУ 

 

Однородными СЛАУ называются: 

 



















0...

...............................................

0...

0...

2211

2222121

1212111

nmnmm

nn

nn

xaxaxa

xaxaxa

xaxaxa

 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. СЛАУ называется однородной, если все ее свободные 

члены равны нулю. (𝑏𝑖  =  0, 𝑖 =  1,… ,𝑚) СЛАУ имеет тривиальное решение.  
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Представляет интерес не нулевое решение СЛАУ. 

 

Теорема. Однородная СЛАУ имеет ненулевое решение тогда и только 

тогда, когда ранг этой системы меньше числа ее неизвестных. 

 

Следствие1. Если число уравнений однородной СЛАУ меньше числа ее 

неизвестных, то эта СЛАУ имеет ненулевое решение. 

 

Следствие2. Если в однородной СЛАУ число уравнений равно числу не-

известных, то эта СЛАУ имеет ненулевое решение в том и только в том случае, 

когда определитель этой системы равен нулю. (ранг – число линейно независи-

мых уравнений) 

 

Пример.  

Определить значения параметра L, при которых система имеет нетриви-

альные решения, и найти эти решения: 

{

(4 − 𝜆)𝑥 + 𝑦 − 𝑧 =  0

2𝑥 + (5 − 𝜆)𝑦 − 2𝑧 =  0

4𝑥 + 4𝑦 − (1 + 𝜆)𝑧 =  0

 

 

Решение. Эта система будет иметь нетривиальное решение тогда, когда 

определитель основной матрицы равен нулю: 

 

|
4 − 𝜆 1 −1
2 5 − 𝜆 −2
4 4 −4 − 𝜆

|  =  |
3 − 𝜆 0 −1
0 3 − 𝜆 −2

3 − 𝜆 3 − 𝜆 −1 − 𝜆
|  =  

 

(3 − 𝜆)2 |
1 0 −1
0 1 −2
1 1 −1 − 𝜆

|  =  (3 − 𝜆)2(2 − 𝜆). 

 

Таким образом, система нетривиальна, когда L = 3 или L = 2. При L = 3 

ранг основной матрицы системы равен 1. Тогда оставляя только одно уравнение 

и полагая, что y = a и z = b, получим x = b–a, т.е. 

 

𝑋 =  (
𝑏 − 𝑎
𝑎
𝑏
) 

 

При L = 2 ранг основной матрицы системы равен 2.  

Тогда, выбирая в качестве базисного минор: 

 

𝑀 =  |
4 − 𝜆 1
2 5 − 𝜆

|  =  |
2 1
2 3

|  =  4 ≠ 0 
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получим упрощенную систему 

{
2𝑥 + 𝑦 =  𝑧
2𝑥 + 3𝑦 =  2𝑧

 

 

Отсюда находим, что x = z/4, y = z/2. Полагая z = 4a, получим 

 

𝑋 =  (2
𝑎
𝑎
4𝑎
) 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Множество всех решений однородной системы обла-

дает весьма важным линейным свойством:  

если столбцы X1 и X2 – решения однородной системы AX = 0, то всякая 

их линейная комбинация aX1 + bX2 также будет решением этой системы.  

 

Действительно, поскольку AX1 = 0 и AX2 = 0, то A (aX1 + bX2) = aAX1 + bAX2 

= a · 0 + b · 0 = 0.  

 

Именно вследствие этого свойства, если линейная система имеет более 

одного решения, то этих решений будет бесконечно много. 

 

Фундаментальная система решений однородной СЛАУ (ФСР) 

 

С однородными СЛАУ связано дополнительное понятие – фундаменталь-

ная система решений. 

Решения однородной СЛАУ обладают следующими свойствами: если  
∝ =  (∝1, ∝2, … , ∝𝑛)и 𝛽 =  (𝛽1, 𝛽2, … , 𝛽𝑛) решение однородной СЛАУ,  

а 𝑘1, 𝑘2 ∈ 𝑅, то:  

 

1. α+β = (α1+β1; α2+β2 ;…;αn+βn) – сумма решений будет так же решение 

СЛАУ. 

 

2. 𝑘 ∝ =  (𝑘 ∝1, 𝑘 ∝2, … , 𝑘 ∝𝑛) так же решение СЛАУ. 

 

k1α = k2β – решение.  

 

Следовательно, линейная комбинация этих решений k1α = k2β –так же бу-

дет являться решением. 

 Дело в том, что если ранг матрицы системы однородной СЛАУ ра-

вен r, то такая СЛАУ имеет n−r линейно независимых решений: φ1, φ2,..., φn−r. 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Любая совокупность n−r линейно независимых реше-

ний однородной СЛАУ называется фундаментальной системой (или совокупно-

стью) решений данной СЛАУ. 



52 

 

 

Часто вместо словосочетания "фундаментальная система решений" ис-

пользуют аббревиатуру "ФСР". Если решения φ1, φ2,..., φn−r образуют ФСР, и X – 

матрица переменных данной СЛАУ, то общее решение СЛАУ можно предста-

вить в таком виде: 

X = C1φ1+C2φ2+…+Cn−rφn−r, где C1, C2,..., Cn−r – произвольные постоянные. 

 

Алгоритм нахождения ФСР 

 

1. Найти общее решение однородной СЛАУ 

2. Выписать единичную матрицу размера n-r, например, n-r = 5-2 = 3  

Е =  (
1 0 0
0 1 0
0 0 1

) 

3. Придавая свободным неизвестным значения первой строки единичной 

матрицы Е найти первое фундаментальное решение F1. 

4. Повторяя шаг 3 для всех остальных F, используя вторую, третью и т.д. 

строки Е. 

5. ФСР образует полученные решения. 

 

Пример. 

Решить однородную систему линейных уравнений: 

 

{

−4𝑥2 + 𝑥3 + 7𝑥4  =  0
−2𝑥1 − 7𝑥2 + 2𝑥3 + 10𝑥4  =  0
−𝑥1 − 𝑥2 + 𝑥3 − 5𝑥4  =  0

−5𝑥1 − 22𝑥2 + 5𝑥3 + 43𝑥4  =  0

 

 

Ответ записать с помощью фундаментальной системы решений. 

 

Решение. Запишем матрицу системы и с помощью элементарных преоб-

разований приведем её ступенчатому виду: 

 

(

0 −4 1 7
−2 −7 2 10
−1 −1 1 −5
−5 −22 5 43

)
(1)
→ (

1 1 −1 5
−2 −7 2 10
0 −4 1 7
−5 −22 5 43

)
(2)
→ (

1 1 −1 5
0 −5 0 20
0 −4 1 7
0 −17 0 68

) 

(3)
→ (

1 1 −1 7
0 1 0 −4
0 −4 1 7
0 1 0 −4

)
(4)
→ (

1 1 −1 5
0 1 0 −4
0 0 1 −9

) 

 

(1) У третьей строки сменили знак и переместили её на 1-е место. 
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(2) Ко 2-й и 4-й строкам прибавили первую строку, умноженную на 2 и 5 

соответственно. 

 

(3) Вторую строку разделили на –5, 4-ю строку разделили на –17. 

 

(4) Вторая и 4-я строки одинаковы, последнюю строку удалили. К третьей 

строке прибавили вторую строку, умноженную на 4. 

 

𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 – базисные переменные; 

𝑥4– свободная переменная. 

 

Выразим базисные переменные через свободную переменную.  

 

Из последних двух уравнений: 

 

𝑥3  =  9𝑥4, 𝑥2  =  4𝑥4– подставим в первое уравнение: 

𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥3 + 5𝑥4  =  0 

𝑥1 + 4𝑥4 − 9𝑥4 + 5𝑥4  =  0  

𝑥1  =  0 

 

Таким образом, общее решение:  (0; 4𝑥4; 𝑥4; 𝑥4) 
 

Найдем вектор фундаментальной системы решений.  

Для этого выберем в качестве значения свободной неизвестной : 

𝑥4  =  1; 𝑎1⃗⃗⃗⃗  =  (0; 4; 9; 1) 
 

Ответ: общее решение однородной системы уравнений: 

 𝑥00̅̅ ̅̅  =  𝑐1𝑎1⃗⃗⃗⃗  =  𝑐1(0; 4; 9; 1), где 𝑐1єR (любое действительное число). 

 

Пример.  

 

Найти фундаментальную систему решений следующей системы линей-

ных уравнений: 

 

{

3𝑥1 + 𝑥2 − 8𝑥3 + 2𝑥4 + 𝑥5  =  0
2𝑥1 − 2𝑥2 − 3𝑥3 − 7𝑥4 + 2𝑥5  =  0
𝑥1 + 11𝑥2 − 12𝑥3 + 34𝑥4 − 5𝑥5  =  0
𝑥1 − 5𝑥2 + 2𝑥3 − 16𝑥4 + 3𝑥5  =  0

 

 

Решение.  

 

Найдем ранг основной матрицы системы: 
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𝑅𝑔 (

3 1 −8 2 1
2 −2 −3 −7 2
1 11 −12 34 −5
1 −5 2 −16 3

)  =  𝑅𝑔 (

1 −5 2 −16 3
0 −8 −7 25 −4
0 16 −14 50 −8
0 16 −14 50 −8

) 

 

 =  𝑅𝑔 (

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

)  =  2 

 

Таким образом, множество решений данной системы уравнений образует 

линейное подпространство размерности n – r = 5 – 2 = 3. Выберем в качестве 

базисного минор 

 

𝑀2  =  |
3 1
2 −2

|  =  −8 ≠ 0 

 

Тогда оставляя только базисные уравнения (остальные будут линейной 

комбинацией этих уравнений) и базисные переменные (остальные, так называе-

мые свободные, переменные переносим вправо), получим упрощенную систему 

уравнений: 

 

{
3𝑥1 + 𝑥2  =  𝛿𝑥3 − 2𝑥4 − 𝑥5
2𝑥1 − 2𝑥2  =  3𝑥3 + 7𝑥4 − 2𝑥5

 

 

Полагая, x3 = a, x4 = b, x5 = c, находим 

 

𝑥1  =  −
19

8
𝑎 −

3

2
𝑏 +

1

2
𝑐  𝑥2  =  −

7

8
𝑎 +

25

8
𝑏 −

1

2
𝑐. 

 

Полагая a = 1, b = c = 0, получим первое базисное решение; полагая  

b = 1, a = c = 0, получим второе базисное решение; полагая c = 1, a = b = 0, полу-

чим третье базисное решение.  

В результате, нормальная фундаментальная система решений примет вид: 

 

𝐸1  =  

(

 
 

−19/2
−7/8
1
0
0 )

 
 
,𝐸2  =  

(

 
 

−3/8
25/8
0
1
0 )

 
 
,𝐸3  =  

(

 
 

1/2
−1/2
0
0
1 )

 
 
. 

 

С использованием фундаментальной системы общее решение однород-

ной системы можно записать в виде X = aE1 + bE2 + cE3.  
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Отметим некоторые свойства решений неоднородной системы линейных 

уравнений AX = B и их взаимосвязь соответствующей однородной системой 

уравнений AX = 0. 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Общее решение неоднородной системы равно сумме 

общего решения соответствующей однородной системы AX = 0 и произволь-

ного частного решения неоднородной системы.  

 

Действительно, пусть Y0 произвольное частное решение неоднородной 

системы, т.е. AY0 = B, и Y – общее решение неоднородной системы, т.е. AY = B. 

Вычитая одно равенство из другого, получим  

A(Y–Y0) = 0, т.е. Y – Y0 есть общее решение соответствующей однородной си-

стемы AX = 0.  

Следовательно, Y – Y0 = X, или Y = Y0 + X. Что и требовалось доказать. 

 

Пусть неоднородная система имеет вид AX = B1 + B2. Тогда общее реше-

ние такой системы можно записать в виде X = X1 + X2, где AX1 = B1 и AX2 = B2.  

 

Это свойство выражает универсальное свойство вообще любых линейных 

систем (алгебраических, дифференциальных, функциональных и т.д.). В физике 

это свойство называется принципом суперпозиции, в электро – и радиотехнике 

– принципом наложения. Например, в теории линейных электрических цепей ток 

в любом контуре может быть получен как алгебраическая сумма токов, вызыва-

емых каждым источником энергии в отдельности. 

 

Рассмотрим задачу, приводящую к составлению и решению систем ли-

нейных уравнений. 

 

Пример.  

Предприятие выпускает три вида продукции, используя сырье трех видов. 

Необходимые характеристики производства указаны в таблице 1.  

Требуется определить объем выпуска продукции каждого вида при задан-

ных запасах сырья. 

 

Таблица1 

 

Тип сырья 

Расход сырья по видам продукции, 

вес.ед./изд. 
Запас  

сырья,  

вес. ед. 1 2 3 

I 6 4 5 2400 

II 4 3 1 1450 

III 5 2 3 1550 
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Решение. Задачи такого рода типичны при прогнозах и оценках функци-

онирования предприятий, экспертных оценках проектов освоения месторожде-

ний полезных ископаемых, а также в планировании микроэкономики предприя-

тий. 

Обозначим неизвестные объемы выпуска продукции через x1, x2 и x3. То-

гда при условии полного расхода запасов каждого вида сырья можно записать 

балансовые соотношения, которые образуют систему трех уравнений с тремя не-

известными: 

{

6𝑥1 + 4𝑥2 + 5𝑥3  =  240
4𝑥1 + 3𝑥2 + 𝑥3  =  1450
5𝑥1 + 2𝑥2 + 3𝑥3  =  1550

 

 

Решая эту систему уравнений любым способом, находим, что при задан-

ных запасах сырья объемы выпуска продукции составят по каждому виду соот-

ветственно (в условных единицах): 

 

𝑥1  =  150, 𝑥2  =  250, 𝑥3  =  100. 
 

Решить на занятии: 

Найти фундаментальную систему решений однородной системы линей-

ных уравнений и выразить общее решение системы однородных линейных урав-

нений через фундаментальную систему решений [l] 735, 736, 737,738. 

 

Домашнее задание: 

[2] 8.4 (а,б, в). 

 

 

 

  



57 

 

ВОПРОСЫ И ЗАДАНИЕ ДЛЯ ПОДГОТОВКИ  

К КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЕ 1 И АТТЕСТАЦИИ 1 

 

 

Контрольная работа 1 

 

1. Для данного определителя   найти миноры и алгебраические дополне-

ния элементов 
ji аa 32 , .  

Вычислить определитель  :  

а) разложив его по элементам i-й строки;  

б) разложив его по элементам j – го столбца;  

в) получив предварительно нули в i – й строке. 

 

1.1. 

.1,4

1532

4601

5263

0211









ji

 1.2. 

.2,1

4310

3201

0534

5023











ji

  1.3. 

.2,1

2114

2143

3220

5114









ji

  

 

1.4. 

.3,3

6024

3120

0936

3102









ji

 1.5. 

.3,2

2321

1012

2143

0212









ji

  1.6. 

.4,1

2023

1735

4023

3281









ji

 

 

1.7. 

.1,4

3150

2043

0111

1272







ji

 1.8. 

.1,3

3321

0154

3211

2023









ji

 1.9. 

.4,2

3413

1203

2324

1432









ji  

 

1.10. 

.3,1

8642

3135

2823

5154









ji

 1.11. 

.3,4

3431

2210

3124

1140









ji

 1.12. 

.3,1

5214

1111

4214

3213









ji
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1.13. 

.4,2

4215

1221

0142

2353







ji

 1.14. 

.2,4

1238

45110

3284

7120











ji

  1.15. 

.2,1

4310

3201

0534

5023











ji

 

 

1.16. 

.4,3

4923

6412

2023

1735









ji

 1.17. 

.2,3

1231

3122

1605

0213









ji

  1.18. 

.1,3

2104

3121

1123

3011









ji

 

 

1.19. 

.2,3

2405

1213

1121

0214







ji

  1.20 

.4,2

1111

0214

1211

2405





ji

  

 

 

2. Даны две матрицы. А и В. Найти:  

а) АВ.; б) ВА; в) 1А ; г) 1АА ; д) АА 1 . 

 

2.1. 

























243

678

312

А ,  























121

453

212

В . 

 

2.2. 























113

342

653

А ,  

























354

013

582

В . 

 

2.3. 























101

112

112

А ,  





















321

642

063

В . 

 

2.4. 



















730

529

1116

А ,  





















231

720

103

В . 
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2.5. 



















121

201

213

А ,  















 



173

112

210

В . 

 

2.6. 



















314

131

232

А ,  















 



035

213

123

В . 

 

2.7. 



















22

0113

376

А ,  



















734

214

502

В . 

 

2.8. 

























221

413

432

А ,  



















291

260

133

В . 

 

2.9. 



















230

494

371

А ,  



















254

291

256

В . 

 

2.10. 



















110

231

162

А ,  

























323

504

234

В . 

 

2.11. 



















7110

111

496

А ,  



















250

343

111

В . 

 

2.12. 



















812

713

301

А ,  





















465

103

453

В . 

 

2.13. 

























148

131

215

А ,  



















061

217

553

В . 
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2.14. 



















434

633

522

А ,  























121

332

111

В . 

 

2.15. 















 



434

603

521

А ,  























121

332

111

В . 

 

2.16. 



















503

421

245

А ,  























221

173

545

В . 

 

2.17. 





















722

234

013

А ,  





















161

135

072

В . 

 

2.18. 























2310

155

118

А ,  



















201

123

523

В . 

 

2.19. 

























324

381

273

А ,  























512

142

350

В . 

 

2.20. 























574

153

013

А ,  























203

581

201

В . 

 

 

Вопросы и задание для подготовки  

к контрольной работе 2 и зачету 

 

1. Множества. Операции над множествами. 

2. Свойства операций над множествами. 

3. Алгебраические операции, группы, кольца, поля. (Общие сведения) 

4. Общие сведения о матрицах. 

5. Сложение и умножение матрицы на число. 

6. Линейные комбинации столбцов (строк) матрицы. 
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7. Умножение матриц. 

8. Элементарные преобразования матрицы. 

9. Определители и алгебраические дополнения. 

10. Миноры и алгебраические дополнения. 

11. Разложения определителя по строке или столбцу. Теорема Лапласа 

12. Вычисление определителей. 

13. Ранг матрицы и ее свойства. 

14. Обратная матрица и порядок ее получения  

15. Системы линейных уравнений.  

16. Критерий совместимости системы линейных уравнений (теорема 

Кронекера-Капелли). 

17. Метод Гаусса. 

18. Решение СЛАУ с помощью формул Крамера. 

19. Решение СЛАУ методом обратной матрицы 

20. Простейшие матричные уравнения. 

21. Однородные системы линейных уравнений. 

 
 

Контрольная работа 2 

 

1. Проверить совместность системы уравнений и в случае совместности 

решить её: 

а) по формулам Крамера; 

б) с помощью обратной матрицы (матричным методом); 

в) методом Гаусса. 

 

1.1. 














623

132

732

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  1.2. 














344

42

322

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 1.3. 














325

642

123

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  

 

1.4. 














722

113

432

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  1.5. 














92

6243

12423

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  1.6. 














534

2

4638

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  

 

1.7. 














12638

2

934

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  1.8. 














39114

2457

33432

31

21

321

xx

xx

xxx

  1.9. 














74

3357

12432

31

321

321

xx

xxx

xxx

  

 

1.10. 














22523

2045

64

321

32

321

xxx

xx

xxx

1.11. 














102

9243

21423

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  1.12. 














132

12432

5523

321

321

321

xxx

xxx

xxx
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1.13. 














82

1122

1944

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  1.14. 














42

644

022

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  1.15. 














2244

112

822

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  

 

1.16. 














15243

205

932

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  1.17. 














35

1243

032

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  1.18. 















924

43

8653

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 
 

1.19. 














1924

36653

43

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 1.20. 














1642

825

113

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  

 

2. Проверить совместность системы уравнений и в случае совместности 

решить её: 

а) по формулам Крамера; 

б) с помощью обратной матрицы (матричным методом); 

в) методом Гаусса. 

 

2.1 














03

032

042

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 2.2 














0423

042

052

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 2.3 














064

0533

02

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

 

2.4 














0334

0453

078

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 2.5. 














2965

1542

8423

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 2.6. 














1735

5522

323

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  

 

2.7. 














2242

6432

0274

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 2.8. 














224

157

6495

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 2.9. 














134

723

35

21

321

321

xx

xxx

xxx

  

 

2.10. 














0944

15

3455

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 2.11. 














542

3546

227

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 2.12. 














2243

4

334

321

321

321

xxx

xxx

xxx
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2.13. 














2

9322

123

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 2.14. 














523

3749

0536

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 2.15. 














7324

164

238

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  

 

2.16. 














0943

65

5432

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 2.17. 














7365

397

1432

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 2.18. 














133

932

2265

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  

 

2.19. 














0452

4235

623

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 2.20. 














1427

435

22

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  

 

3. Решить однородную систему линейных алгебраических уравнений. 

 

3.1. 














010114

0432

0

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 3.2. 














033

0

023

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  3.3. 














0453

032

023

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

 

3.4. 














0432

02

0104

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 3.5. 














02

0364

052

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 3.6. 














03

032

033

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

 

3.7. 














023

032

02

31

321

321

xx

xxx

xxx

 3.8. 














045

032

052

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 3.9. 














07

033

0455

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

 

3.10. 














05

0252

03

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 3.11. 














043

023

032

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 3.12. 














0523

0232

02

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  

 

3.13. 














043

023

032

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 3.14 














0542

078

034

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 3.15. 














027

052

034

321

321

321

xxx

xxx

xxx
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3.16. 














0532

023

02

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 3.17. 














0233

02

032

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 3.18. 














0524

02

023

321

321

21

xxx

xxx

xx

 

 

3.19. 














03

052

032

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 3.20.














0434

032

023

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  

 

4. Решить однородную систему линейных алгебраических уравнений. 

 

4.1. 














038

023

0435

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  4.2. 














0332

033

0465

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 4.3. 














0423

042

052

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

 

4.4. 














0523

0432

0

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  4.5. 














024

025

042

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  4.6. 














0325

0432

03

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

 

4.7. 














064

0533

02

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  4.8. 














0

042

032

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  4.9. 














0322

054

022

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 
 

4.10. 














037

023

044

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  4.11. 














045

0532

023

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  4.12. 














02

0323

025

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

 

4.13. 














092

042

052

31

321

321

xx

xxx

xxx

  4.14. 














022

032

053

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 4.15. 














05

0323

022

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

 

4.16. 














02

023

032

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  4.17. 














022

043

023

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  4.18. 














0322

03

025

321

321

321

xxx

xxx

xxx
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4.19. 














025

032

0323

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  4.20. 














0322

0232

054

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  

 

 

Комплект заданий для типовых контрольных работ 

 

1. Множества 

 

ВАРИАНТ 1  

1. А – множество букв в слове «абракадабра», В – множество букв в слове 

«абрикос», С – множество букв в слове «рок», а D – множество цифр в числе 

12112212. Укажите элементы следующих множеств : а) А  В; б) А В; в) А\ В; 

г) СхD ; д) дополнение к подмножеству С до множества В. 

2.С помощью диаграмм Эйлера – Венна проверьте справедливость равен-

ства (А \ В )  С = С \ ( С  В ), если А  В , С  А , С  В  

 

ВАРИАНТ 2  

1.А-множество цифр в числе 37453754, В – множество цифр в числе 

873908839, С – множество цифр в числе 898898,а D – множество букв в слове 

«тур». Укажите элементы следующих множеств :а)А  В; б) А В; в) А\ В;  

г) СхD ; д) дополнение к подмножеству С до множества В. 

2.С помощью диаграмм Эйлера – Венна проверьте справедливость равен-

ства (С \ В )  А = (А \ В )  С, если В  С , В  А, С  А  

 

ВАРИАНТ 3  

1. А – множество букв в слове «мороженое», В – множество букв в слове 

«ремонт», С – множество букв в слове «мор», а D – множество цифр в числе 

2233232332. Укажите элементы следующих множеств :а)А  В; б) А  В;  

в) А\ В; г) СхD ; д) дополнение к подмножеству С до множества В. 

2. С помощью диаграмм Эйлера – Венна проверьте справедливость равен-

ства  

С \ А \ В = (А  В  С) \ (А В), если А  В  С  

 

ВАРИАНТ 4  

1. А – множество цифр в числе 129112298, В – множество цифр в числе 

45999485, С – множество цифр в числе 44545», а D – множество букв в слове 

«сон». Укажите элементы следующих множеств :а)А  В; б) А В; в) А\ В; г) 

СхD ; д) дополнение к подмножеству С до множества В. 

2. С помощью диаграмм Эйлера – Венна проверьте справедливость равен-

ства 

А  (С \ В ) = С  (А \ В), если А  С, В  А 
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ВАРИАНТ 5  

1. А – множество букв в слове «агрегат», В – множество букв в слове «ав-

томат», С – множество букв в слове «ватт», а D – множество цифр в числе 

«3344434». Укажите элементы следующих множеств : а) А  В; б) А В; в) А\ 

В; г) СхD ; д) дополнение к подмножеству С до множества В. 

2.С помощью диаграмм Эйлера – Венна проверьте справедливость равен-

ства 

В\ (ВА) = С(В \ А), если В  С, ВА , АС  

 

ВАРИАНТ 6  

1. А  – множество цифр в числе 55791991, В  – множество цифр в числе 

17722121, С  – множество цифр в числе 22221, а D  – множество букв в слове 

«век». Укажите элементы следующих множеств: а) А  В; б) А В; в) А\ В; г) 

СхD ; д) дополнение к подмножеству С до множества В. 

2. С помощью диаграмм Эйлера – Венна проверьте справедливость равен-

ства:  

С  В = (А  В  С)  (В  С \ А), если А  В  С  

 

ВАРИАНТ 7  

1. А – множество букв в слове «лекция», В – множество букв в слове 

«стекло», С – множество букв в слове «лот», а D – множество цифр в числе 

4455545. Укажите элементы следующих множеств : а) А  В; б) А В; в) А\ В; 

г) СхD ; д) дополнение к подмножеству С до множества В. 

2.С помощью диаграмм Эйлера – Венна проверьте справедливость равен-

ства: 

А \ (А  С) = (А\ В)(А\ С), если В  С , В  А, С А 

 

ВАРИАНТ 8  

1.А – множество цифр в числе 242464466, В – множество цифр в числе 

55664465, С – множество цифр в числе 45544, а D – множество букв в слове 

«кот». Укажите элементы следующих множеств : а) А  В; б) А  В; в) А\ В;  

г) СхD; д) дополнение к подмножеству С до множества В. 

2.С помощью диаграмм Эйлера – Венна проверьте справедливость равен-

ства:  

(А  В) \ С = (А \ С)(В \ С), если АВ , С (А В) 

 

 

ВАРИАНТ 9  

1.А-множество букв в слове «библиотека», В – множество букв в слове 

«фонотека», С – множество букв в слове «нота», а D – множество цифр в числе 

556556. Укажите элементы следующих множеств : а)АВ; б)А В; в) А\ В;  

г) СхD ; д) дополнение к подмножеству С до множества В. 

2.С помощью диаграмм Эйлера – Венна проверьте справедливость равен-

ства: 
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(В\А)\С = В\ (А  С), если А  В , ВС , А  С =  

 

ВАРИАНТ 10  

1. А – множество цифр в числе 9986776, В – множество цифр в числе 

23282988, С – множество цифр в числе 3222332, а D – множество букв в слове 

«кит». Укажите элементы следующих множеств : а) А  В; б) А В; в) А\ В;  

г) СхD ; д) дополнение к подмножеству С до множества В. 

2.С помощью диаграмм Эйлера – Венна проверьте справедливость равен-

ства:  

А  (В  С) = В \ (А \ С), если С  В, В  А 

 

2. Матрицы. Определители 

 

В-1  

1. Вычислить матрицу:  

D = 4С-(АВ)Т, 

 

где А = 

1 2

1 0

2 1

 
 

 
 
 

, В = 
1 1 0

0 2 2

 
 

 
, 

1 3 4

2 6 1

1 2 7

С

  
 


 
  

 

2. Вычислить определитель: 

1 2 3 4

2 3 7 10

3 5 11 16

2 7 7 7

 

3. Найти ранг матрицы: 

1 0 2 0 0

0 1 0 2 0

2 0 4 0 0

A

 
 


 
 
 

 

4. Найти обратную матрицу: 

1 3 4

2 0 3

2 1 3

A

 
 


 
   

 

5. Решить уравнение: 
4 6 2 5

2 1 1 3
X

   
   

   
 

 

В-2  

1. Вычислить матрицу: 

D = (3ВС)Т -2A2, где 

1 1

0 2

0 3

B

 
 


 
  

, 

2 3 5

2 0 4

1 1 2

A

 
 

 
 
  

, 
0 1 2

4 5 1
C

 
  

   
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2. Вычислить определитель: 

3 6 5 6

5 9 7 8

6 12 13 9

4 6 6 5

 

3. Найти ранг матрицы: 

3 5 7

1 2 3

1 3 5

 
 
 
 
 

 

4. Найти обратную матрицу: 

1 2 3

3 2 4

2 1 0

 
 


 
  

 

5. Решить уравнение: 
1 2 3 2

2 3 6 3
X

    
   

   
 

 

В-3  

1. Вычислить матрицу:  

D = 2AТВ+3С2, где 
3 2 1

1 0 2
A

 
  

 
,

0 1 2

1 2 1
B

 
  

 
, 

1 2 1

3 2 1

5 0 2

C

 
 

 
 
  

 

2. Вычислить определитель:

2 1 1 2

0 1 2 1

2 3 1 2

1 5 1 1





 

3. Найти ранг матрицы: 

1 2 3 6

2 3 1 6

3 1 2 6

A

 
 


 
 
 

 

4. Найти обратную матрицу: 

0 1 2

0 2 1

1 0 1

A

 
 

 
 
 
   

5. Решить уравнение: Х
2 3 1 3

4 1 4 2
X

     
   

    
 

 

В-4  

1. Вычислить матрицу: D = (А+2Е)Т-ВСТ,  
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где 

2 4 5

0 1 6

2 4 4

A

 
 


 
 
 

,

2 4

1 3

2 0

B

 
 

 
 
 
 

 

4 1

4 3

1 5

C

 
 


 
 
 

 

2. Вычислить определитель: 

2 5 4 7

5 2 3 6

3 7 1 0

6 6 2 4

 







 

3. Найти ранг матрицы: 

2 2 1 1

4 3 1 2

8 5 3 4

3 3 2 2

 
 


 
 
 

 

 

4. Найти обратную матрицу 

2 3 1

5 8 2

1 2 1

A

 
 


 
 
 

 

5. Решить уравнение: 
4 2 1 5

4 7 4 2
X

   
   

    
 

В-5  

1. Вычислить матрицу: D = (BC)Т -6A2,  

где 
4 0

3 2
A

 
  

 
, 

1 2 1

2 4 0
B

 
  
 

 

2 0

4 1

1 2

C

 
 

 
 
 
   

2. Вычислить определитель: 

3 3 0 2

3 2 2 0

1 0 1 3

1 2 1 3







 

 

3. Найти ранг матрицы: 

4 3 2 2

0 2 1 1

0 0 3 3

A

 
 


 
 
 

 

 

4. Найти обратную матрицу: 

3 1 4

1 1 0

1 2 6

A

 
 

 
 
  
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5. Решить уравнение: 
1 0 1 2

0 2 3 4
X

   
   

   
 

 

В-6  

1. Вычислить матрицу: D = ВС+(3A2)Т,  

где 

1 1 2

0 2 1

3 1 4

A

 
 

 
 
  

, 

1 1

2 1

1 1

B

 
 


 
  

, 
2 1 3

2 1 0
C

 
  

 
 

2. Вычислить определитель: 

1 3 3 3

2 2 2 2

2 2 3 2

2 2 2 4



 

  

 

 

3. Найти ранг матрицы: 

1 2 3 4

2 4 6 8

3 6 9 12

A

 
 


 
 
 

 

4. Найти обратную матрицу: 

2 5 7

6 3 4

5 2 3

A

 
 


 
   

 

 

5. Решить уравнение: 
3 2 2 4

5 4 6 8
X

    
   

   
 

 

В-7  

1. Вычислить матрицу: D = АВС-(2Е)Т,  

 

где 
4 4 0

1 1 2
B

 
  

 
, 

3 0

0 1

2 1

A

 
 


 
 
 

, 

1 1 0

0 2 1

2 3 1

C

 
 


 
  

 

 

2. Вычислить определитель: 

2 1 4 7

1 4 3 2

4 1 1 2

5 2 3 8

 




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3. Найти ранг матрицы: 

1 3 1 2

2 1 3 5

1 10 6 1

A

 
 

 
 
  

 

 

4. Найти обратную матрицу: 

4 1 2

1 1 2

0 1 3

A

 
 

 
 
  

 

 

5. Решить уравнение: 
3 1 3 4

5 5 5 2
X

   
   

    
  

 

В-8  

1. Вычислить матрицу:  

D = АВС-(2Е)Т,  

где 

3 0

0 1

2 1

A

 
 


 
 
 

4 4 0

1 1 2
B

 
  

 
, 

1 1 0

0 2 1

2 3 1

C

 
 


 
  

 

2. Вычислить определитель: 

2 1 0 1

1 2 0 2

2 1 1 1

2 2 3 2

 

 
 

 

3. Найти ранг матрицы: 

1 3 1 2

2 1 3 5

1 10 6 1

A

 
 

 
 
    

 

4. Найти обратную матрицу: 

4 2 1

2 0 1

1 1 2

A

 
 

  
 
  

 

 

5. Решить уравнение: 
3 2 2 1

2 2 3 1
X

   
   

    
 

 

В-9  

1. Вычислить матрицу: D = (А+2Е)Т-ВСТ,  
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где 

3 0 1

1 2 1

1 3 2

A

 
 

  
 
   

, 

2 3

1 0

1 2

B

 
 


 
  

, 

0 2

1 1

3 3

C

 
 

 
 
  

 

 

2. Вычислить определитель: 

2 1 2 1

1 2 0 2

2 1 1 1

2 0 3 2

 

 
 

 

3. Найти ранг матрицы: 

2 2 1 1

4 3 1 2

8 5 3 4

3 3 2 2

 
 


 
 
 

 

 

 

4. Найти обратную матрицу: 

4 1 1

2 0 1

1 1 2

A

 
 

  
 
  

 

5. Решить уравнение: 
3 2 1 2

2 1 3 4
X
   

   
   

 

В-10  

1. Вычислить матрицу: 

D = (BC)Т -6A2,  

где 
0 6

1 3
A

 
  

 
, 

0 2

4 1

1 2

C

 
 

  
 
 

3 1 0

2 1 1
B

 
  

 
  

2. Вычислить определитель: 

2 1 2 1

2 2 0 1

2 1 1 1

2 0 3 2

 

   

 

3. Найти ранг матрицы: А = 
















3300

1120

2234

 

 

4. Найти обратную матрицу: А = 

4 1 1

2 0 1

1 1 2

 
 

 
  
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5. Решить уравнение: 
3 1 2 1

2 2 3 1
X

     
   

    
 

 

 

3. СЛАУ 

 

В-1  

1. Решить методом обратной матрицы: 















1423

152

112

321

31

321

ххх

хх

ххх

 

 

2. Решить с помощью формул Крамера: 














2

5343

632

321

321

321

ххх

ххх

ххх

  

 

3. Решить методом Гаусса: 















354

0

523

321

321

321

ххх

ххх

ххх

  

 

4 .Найти ФСР: 















0323

0455

042

432

4321

4321

ххх

хххх

хххх

 

 

В-2  

1. Решить методом обратной матрицы: 














1532

4323

522

321

321

321

ххх

ххх

ххх

  

 

2. Решить с помощью формул Крамера: 














13243

52

62

321

321

21

ххх

ххх

хх

  

 

3. Решить методом Гаусса: 















324

92

6

321

321

321

ххх

ххх

ххх
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4. Найти ФСР: 















067789

0

025234

54321

54321

54321

ххххх

ххххх

ххххх

 

 

В-3  

1. Решить методом обратной матрицы: 















14

12

4

21

321

321

хх

ххх

ххх

  

 

2. Решить с помощью формул Крамера: 















043

432

632

321

321

321

ххх

ххх

ххх

  

3. Решить методом Гаусса: 














10543

5332

82

321

321

321

ххх

ххх

ххх

 

 

4. Найти ФСР: 















0243

0432

0432

4321

4321

4321

хххх

хххх

хххх

 

 

В-4  

1. Решить методом обратной матрицы: 














625

2352

423

321

321

321

ххх

ххх

ххх

  

 

2. Решить с помощью формул Крамера: 














1423

152

112

321

31

321

ххх

хх

ххх

 

 

3. Решить методом Гаусса: 














1

643

02

31

32

321

хх

хх

ххх
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4. Найти ФСР: 















0

0323

0735

54321

54321

54321

ххххх

ххххх

ххххх

 

 

В-5  

1. Решить методом обратной матрицы: 















354

0

523

321

321

321

ххх

ххх

ххх

  

 

2. Решить с помощью формул Крамера: 















1532

4323

522

321

321

321

ххх

ххх

ххх

  

 

3. Решить методом Гаусса: 















2

5343

632

321

321

321

ххх

ххх

ххх

  

 

4. Найти ФСР: 





















0232

0472

0252

022242

54321

54321

54321

54321

ххххх

ххххх

ххххх

ххххх

 

 

В-6  

1. Решить методом обратной матрицы: 















324

92

6

321

321

321

ххх

ххх

ххх

  

 

2. Решить с помощью формул Крамера: 














14

12

4

21

321

321

хх

ххх

ххх

 

 

3. Решить методом Гаусса: 














13243

52

62

321

321

21

ххх

ххх

хх
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4. Найти ФСР: 















043624

03

04443

54321

5421

54321

ххххх

хххх

ххххх

 

 

В-7 К-2 

1. Решить методом обратной матрицы: 















10543

5332

82

321

321

321

ххх

ххх

ххх

 

 

2. Решить с помощью формул Крамера: 















625

2352

423

321

321

321

ххх

ххх

ххх

  

3. Решить методом Гаусса: 














043

432

632

321

321

321

ххх

ххх

ххх

  

 

4. Найти ФСР: 















052

023

03323

4321

4321

4321

хххх

хххх

хххх

 

 

В-8  

1. Решить методом обратной матрицы: 














1

643

02

31

32

321

хх

хх

ххх

 

 

2. Решить с помощью формул Крамера: 














354

0

523

321

321

321

ххх

ххх

ххх

  

 

3 .Решить методом Гаусса: 














1423

152

112

321

31

321

ххх

хх

ххх
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4. Найти ФСР: 















0322

02

02

421

432

4321

ххх

ххх

хххх

 

 

 

В-9  

1. Решить методом обратной матрицы: 















2

5343

632

321

321

321

ххх

ххх

ххх

  

 

2. Решить с помощью формул Крамера: 















324

92

6

321

321

321

ххх

ххх

ххх

  

3. Решить методом Гаусса: 














1532

4323

522

321

321

321

ххх

ххх

ххх

  

4. Найти ФСР: 








02

023

4321

4321

хххх

хххх
 

 

В-10  

1. Решить методом обратной матрицы: 














13243

52

62

321

321

21

ххх

ххх

хх

  

 

2. Решить с помощью формул Крамера: 














10543

5332

82

321

321

321

ххх

ххх

ххх

 

 

3. Решить методом Гаусса: 














14

12

4

21

321

321

хх

ххх

ххх

  

 

4. Найти ФСР: 














0

0222

0

421

4321

4321

ххх

хххх

хххх
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ПРИЛОЖЕНИЕ 

 

ТЕСТОВЫЕ ЗАДАНИЯ ДЛЯ ПРОВЕРКИ ЗНАНИЙ 

 

 

 

№ 

п 
 

Варианты ответов 

1 2 3 4 5 

1.  Вычислить 

определитель 

|
4 2 1
4 15 1
−3 32 1

| 
3 99 -91 91 -3 

2.  Вычислить 

определитель 

|
−1 3 2
2 18 1
1 1 2

| 
-12 -4 -37 -36 -76 

3.  Вычислить 

определитель 

|
3 4 −5
8 7 −2
2 −1 8

| 
-140 32 -32 0 140 

4.  Дана матрица А = 

(
0 −1 2
0 2 −1
1 0 1

) 

определитель матрицы АТ 

равен 

-3 5 3 6 -5 

5.  Вычислить 

определитель |
0 0 4
−1 3 2
3 5 0

| 
56 -56 16 -16 32 

6.  Дана матрица А = 

(
2 3 1
0 1 3
2 3 −1

) 

определитель матрицы АТ 

равен 

1 -2 0 -4 -1 
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7.  Дана матрица А = 

(
0 2 −1
−2 −1 2
3 −2 −1

) 

определитель матрицы АТ 

равен 

1 15 2 3 9 

8.  Вычислить 

определитель 

|

0 1 2 0
−1 2 0 0
0 2 4 0
1 2 3 4

| 
1 4 2 3 0 

9.  Вычислить 

определитель 

|

1 0 0 3
3 2 1 4
4 1 0 2
3 0 0 1

| 
0 2 6 1 8 

10.  Вычислить 

определитель 

|

0 1 2 0
−1 2 0 0
0 2 4 0
1 2 3 4

| 
-15 0 15 3 2 

11.  Решить уравнение 

|
𝑥 𝑥 + 1
5 5

|  =  |
−3 2
2 1

| 
-3 -1 1 3 0 

12.  Решить уравнение 

|
5 2 𝑥
0 3 −1
7 𝑥 3

|  =  −1 
2,1 2 -2 0 3 

13.  Вычислить алгебраиче-

ское дополнение элемента 

a23 определителя 

|
4 2 1
4 15 1
−3 32 1

| 

134 -134 52 0 -52 

14.  Вычислить алгебраиче-

ское дополнение элемента 

a32 определителя 
134 -24 -5 0 140 
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|
4 2 1
4 15 1
−3 32 1

| 

15.  Вычислить алгебраиче-

ское дополнение элемента 

a13 |
−1 3 2
2 18 1
1 1 2

| 
-16 -33 18 0 34 

16.  Вычислить алгебраиче-

ское дополнение элемента 

a11 определителя 

|
4 0 0
−1 3 2
3 5 0

| 

0 10 -10 -40 40 

17.  Найти произведение А, В, 

если А = (
3 −1
4 18

)  

В = (
1 4
−1 5

) 

(
4

−
7

1
4

3
6
) 

(
4

−
7

−
1
4

3
6
) 

(
4

7
−
1
4
1
0
6
) 

(−
4

−
7

1
4

1
0
6
) 

(
−
4

−
7

−
1
4
1
0
6
) 

18.  Найти произведение А, В, 

если А = (
1 2
3 4

)  

В = (
0 5
6 8

) (1
2
2
1

2
4
4
7
) 

(4
7
2
1

2
4
1
2
) 

(1
2
2
4

2
4
4
7
) 

(4
7
2
1

2
4

4
) 

(1
2
4
1

2
4
4
7
) 

19.  Найти А+ В, если  

А = (
2 3 0
1 5 6

)  

 

В = (
0 1 4
2 5 1

) (2
4

4
3
1
0
7
) 

(2
4

4
5
1
0
7
) 

(2
4
4

3
9
7
) 

(2
4

4
3
1
0
6
) 

(2
4

7
3
1
0
1
9
) 

20.  Вычислить ранг матрицы 

А = (

5 0 −10 0
4 0 −8 0
2 0 −4 0
3 0 −6 0

) 
1 2 3 4 0 

21.  Найти произведение А, В, 

если А = (
1 8 2
0 9 1
−7 1 −1

) 

(
1
1

−
1

−
6

8
1

−
5
1
)

 

(
1
1

−
1

−
6

8
1

−
5
1
)

 

(
1
1
−
1

6
8

1
5
1
)

 

(
1
1

−
1

−
6

−
8

1
−
5
1
)

 

(
1
1

−
1

−
6

−
8

−
1
−
5
1
)
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 В = (
−1 −7
0 1
6 −1

) 

22.  Вычислить ранг матрицы 

А = (
2 5 −1
4 −1 −2
2 −6 −1

) 
1 2 3 0 5 

23.  Найти произведение  

С = (
1 2
−3 4

) (
−2 4
3 1

) в 

ответе указать с12 + с21 

18 6 4 24 -4 

24.  Найти произведение  

С = (
1 2
−3 4

) (
−2 4
3 1

) в 

ответе указать с12 + с21 

0 3 1 -3 6 

25.  Найти -5А+2В, если 

А = (
0 0 1
−1 0 1
0 2 1

)  

 

В = (
1 1 0
1 2 0
0 0 1

) 

В ответе указать произве-

дение элементов второго 

столбца матрицы. 

0 -80 -140 -75 30 

26.  Найти С = -5А+2В, если 

А = (
3 4
5 1

), 

В = (
8 1
2 3

) указать  

с12+с21 

-18 -39 -21 1 2 

27.  Найти произведение ВА, 

если  

В = (
0 3
1 1

)  

А = (
2 1 2
0 1 1

) в ответе 

указать сумму всех эле-

ментов матрицы 

6 4 8 13 9 
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28.  Найти произведение С = 

(
5 8 −4
6 9 −5
4 7 −3

)(
3 2 5
4 −1 3
9 6 5

)

в ответе указать с12 + с21 

-49 -13 15 18 20 

29.  Найти произведение С = 

(
1 −3 2
3 −4 1
2 −5 3

)(
2 5 6
1 2 5
1 3 2

)в 

ответе указать с11 + с22+ с32 

11 10 4 20 3 

30.  Найти произведение С = 

(
5 2 4
1 1 −3
1 3 0

) 

(
5 4 4
−3 −5 −4
1 3 4

)в ответе 

указать с32 

-4 -12 28 -11 22 

31.  Найти произведение  

С = (
5 4
2 5
3 1

)(
−2 5
3 4

) в от-

вете указать размерность 

матрицы 

1× 3 2 × 3 3 × 2 3 × 3 2 × 2 

32.  Найти произведение  

С = (
2 −1 3
4 2 0
−1 1 1

)(
1
2
−1
) в 

ответе указать размер-

ность матрицы 

1× 2 2 × 3 2 × 2 3 × 2 3 ×1 

33.  
Найти А-1 ,если  

А = (
8 3 −6
4 1 −3
1 1 −1

) 

 (
2
1
3

1
2
0

3
5
4
)

 

(
2
7
3

1
2
9

2
5
4
)

 

(
2
−
1
−
3

1
−
2

0
3
−
5
−
4
)

 

(
2
−
1
3

7
−
2
0

3
−
5
4
)

 

(
2
−
3
−
3

1
−
2

0
3
−
5
−
4
)
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34.  

Найти А-1 ,если  

А = (
5 4 −7
1 −1 2
3 −2 3

) 

(
2

1
1

3
3
6
−
1
7

1
2
2

4
)

 

(
1

3
1

2
3
6
2
2

1
2
2

4
)

 

(
1

3
1

3
3
6
−
1
7

1
2
2

−
9
)

 

(
1
2

1
3

3
3
6

0
3
2
2
−
9
)

 

(
1

2
1

1
3
6

0
1
2
2
−
9
)

 

35.  Найти А-1,если  

А = (
1 2 −1
−2 −1 2
2 4 1

) 
-6 -9 9 6 -3 

36.  Найти А-1,если  

А = (
3 −1 −2
1 2 −3
2 3 1

)  
3 15 -9 13 21 

37.  Найти А-1 ,если  

А = (
1 −3 0
1 −2 1
1 −2 −4

).  

В ответе указать сумму 

всех элементов матрицы. 

-5 -2 7 1 -5 

38.  Найти А-1 ,если  

А = (
0 2 −1
4 2 −1
8 −1 3

) 

В ответе указать сумму 

элементов первой строки 

матрицы. 

0 5 -16 -12 24 

39.  Найти А-1 ,если  

А = (
1 1 5
2 −3 −4
3 2 4

) 

В ответе указать сумму 

элементов первой строки 

матрицы 41А-1 . 

13 20 -11 17 9 

40.  Найти А-1 ,если  

А = (
2 −3 −3
4 5 −7
1 −1 −2

) 

В ответе указать сумму 

элементов первого 

столбца матрицы. 

-9 25 -25 2,5 16 
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41.  Найти А-1 ,если  

А = (
4 −3 −4
3 −5 −4
2 −1 −2

) 

В ответе указать произве-

дение элементов первой 

строки матрицы. 

12 -96 154 -74 -42 

42.  Найти А-1 ,если  

А = (
1 1 1
2 1 −1
1 −1 2

) 

В ответе указать сумму 

элементов второго столбца 

матрицы. 

-5 -1 -2 0 6 

43.  Найти А-1 ,если  

А = (
1 −8 −5
3 2 1
2 −3 2

) 

В ответе указать сумму 

элементов третьей строки 

матрицы. 

0 -4 -13 -52 12 

44.  Найти А-1 ,если 

 А = (
1 −2 2
3 2 −10
−2 1 5

) 

В ответе указать произве-

дение элементов главной 

диагонали матрицы 24А-1 

15 48 60 24 40 

45.  Решить систему 

{2

𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3  =  3
𝑥1 − 3𝑥2 + 4𝑥3  =  3  

𝑥1 + 𝑥3  =  2
и в 

ответе указать 2x1-x2+x3  

1 0 6 2 4 

46.  Решить систему 

{

1

2
𝑥1 + 2𝑥2 + 𝑥3  =  −2

4𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥3  =  −1
11𝑥1 + 9𝑥2 + 3𝑥3  =  1

и 

в ответе указать x1+x2+x3 

 

 

 

3 11 -3 2 1 
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47.  Решить систему 

{

𝑥1 − 3𝑥2  =  −5
𝑥1 − 2𝑥2 + 𝑥3  =  0

𝑥1 − 2𝑥2 − 4𝑥3  =  −15
и 

в ответе указать x1-x2-x3 

0 -4 -5 2 4 

48.  Решить систему 

{2

𝑥1 − 𝑥2 + 𝑥3  =  1
𝑥1 − 4𝑥2 + 𝑥3  =  3
𝑥1 − 5𝑥2 + 3𝑥3  =  −1

 

 и в ответе указать 

10x1+2x2+3x3 

23 -3 17 -17 15 

49.  Решить систему и в ответе 

указать значение произве-

дения x1x2x3 

{

𝑥1 − 𝑥2 + 𝑥3  =  2
𝑥1 + 𝑥2 − 2𝑥3  =  3
𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3  =  6

 

6 7 -7 -6 0 

50.  Решить систему 

{
−2𝑥1 + 7𝑥2 + 8𝑥3  =  −35
𝑥1 + 3𝑥2 − 4𝑥3  =  46
7𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥3  =  7

и в ответе указать 

10x1+2x2+3x3 

27 -27 10 12 20 

51.  Решить систему 

{

−𝑥1 + 𝑥2  =  1
2𝑥1 − 3𝑥2 + 𝑥3  =  0
𝑥1 + 2𝑥2 + 4𝑥3  =  7

и в 

ответе указать x1-x2+x3 

3 -1 2 1 7 

52.  Решить систему 

{

𝑥1 + 2𝑥2 + 3𝑥3  =  3
3𝑥1 + 𝑥2 + 2𝑥3  =  7
2𝑥1 + 3𝑥2 + 𝑥3  =  2

и в 

ответе указать x1-x2+x3 

6 2 -2 3 4 
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