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ÂÂÅÄÅÍÈÅ 

Çàäà÷è ñ ïàðàìåòðàìè � îäèí èç òðóäíåéøèõ ðàçäåëîâ øêîëüíî-
ãî êóðñà ìàòåìàòèêè. Çäåñü, êðîìå èñïîëüçîâàíèÿ îïðåäåëåííûõ àë-
ãîðèòìîâ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ, ïðèõîäèòñÿ îáäóìû-
âàòü, ïî êàêîìó ïðèçíàêó íóæíî ðàçáèòü ìíîæåñòâî çíà÷åíèé
ïàðàìåòðà íà êëàññû, ñëåäèòü çà òåì, ÷òîáû íå ïðîïóñòèòü êàêèå-
ëèáî òîíêîñòè. Çäåñü ïðîâåðÿåòñÿ íå íàòàñêèâàíèå ó÷àùåãîñÿ íà îï-
ðåäåëåííûå àëãîðèòìû, à ïîíèìàíèå ñìûñëà êîíêðåòíîé çàäà÷è. Ïî-
ýòîìó, íàïðèìåð, âåäóùèå âóçû ñ ïîâûøåííîé òðåáîâàòåëüíîñòüþ
ê ìàòåìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâêå àáèòóðèåíòîâ óðàâíåíèÿ è íåðàâåí-
ñòâà ñ ïàðàìåòðàìè ÷àñòî âêëþ÷àþò â âàðèàíòû ïèñüìåííûõ ðàáîò
ïî ìàòåìàòèêå. Îáùàÿ ìåòîäèêà ðåøåíèÿ ïðîèçâîëüíûõ óðàâíåíèé
è íåðàâåíñòâ ñ ïàðàìåòðàìè îòñóòñòâóåò. Ïðè ðåøåíèè ïðèõîäèòñÿ
èñõîäèòü èç ñòðóêòóðû êîíêðåòíîãî óðàâíåíèÿ è íåðàâåíñòâà.

Âî âñåõ èçâåñòíûõ ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêèõ ïîñîáèÿõ àâòîðû ïðåä-
ëàãàþò ïåðå÷åíü ðàçðîçíåííûõ çàäà÷ ñ ïàðàìåòðàìè, êîòîðûå âñòðå-
÷àþòñÿ íà âñòóïèòåëüíûõ ýêçàìåíàõ âåäóùèõ âóçîâ ñòðàíû, çàäà÷
ÅÃÝ è çàäà÷ îëèìïèàäíîãî õàðàêòåðà.

Àâòîðû íàñòîÿùåãî ïîñîáèÿ íå ñòàâÿò öåëü ðàññìîòðåòü âåñü îáúåì
âîçìîæíûõ çàäà÷ ñ ïàðàìåòðàìè, ñ÷èòàÿ ñâîåé çàäà÷åé òîëüêî îçíà-
êîìëåíèå ÷èòàòåëåé ñî ñòàíäàðòíûìè ïîäõîäàìè ê ðåøåíèþ çàäà÷ ñ
ïàðàìåòðàìè è èäååé îòûñêàíèÿ êîíòðîëüíûõ òî÷åê, ïîçâîëÿþùèõ
ñóäèòü î êîîðäèíàëüíîì èçìåíåíèè õàðàêòåðà óðàâíåíèÿ è íåðàâåí-
ñòâà ïðè ðàçëè÷íûõ êîíòðîëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà (ïàðàìåòðîâ).
Îñîáíÿêîì ñòîÿò ñèñòåìû óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ, èìåþùèå ñâîè
îñîáåííîñòè ðåøåíèÿ. Ïðè ðàçáîðå âñåõ çàäà÷, çàèìñòâîâàííûõ ó äðó-
ãèõ àâòîðîâ, àâòîðû óêàçûâàþò íà èñòî÷íèê çàèìñòâîâàíèÿ.

Ïóñòü äàíî óðàâíåíèå F (x, a) = 0.                                            (*)
Åñëè ñòàâèòñÿ çàäà÷à îòûñêàòü âñå òàêèå ïàðû (õ; à), êîòîðûå

óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (*), òî èñõîäíîå óðàâíåíèå � ýòî óðàâíå-
íèå ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè õ è à. Îäíàêî îòíîñèòåëüíî óðàâíåíèÿ
(*) ìîæíî ïîñòàâèòü è äðóãóþ çàäà÷ó. Äåëî â òîì, ÷òî åñëè ïðèäàòü
à êàêîå�ëèáî ôèêñèðîâàííîå çíà÷åíèå, òî óðàâíåíèå (*) ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê óðàâíåíèå ñ îäíîé ïåðåìåííîé õ. Ðåøåíèå ýòîãî
óðàâíåíèÿ, åñòåñòâåííî, îïðåäåëÿåòñÿ âûáðàííûì çíà÷åíèåì à.

Åñëè ñòàâèòñÿ çàäà÷à äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ à èç íåêîòîðîãî ÷èñ-
ëîâîãî ìíîæåñòâà À ðåøèòü óðàâíåíèå (*) îòíîñèòåëüíî õ, òî óðàâ-
íåíèå (*) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ñ ïåðåìåííîé õ è ïàðàìåòðîì à, à
ìíîæåñòâî À � îáëàñòüþ èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà.

Óðàâíåíèå (*) � ýòî, ïî ñóùåñòâó, êðàòêàÿ çàïèñü ñåìåéñòâà óðàâ-
íåíèé. Óðàâíåíèÿ ýòîãî ñåìåéñòâà ïîëó÷àþòñÿ èç óðàâíåíèÿ (*) ïðè
ðàçëè÷íûõ êîíêðåòíûõ çíà÷åíèÿõ à. Òàê, óðàâíåíèå 2à(à � 2)õ = à � 2,
ó êîòîðîãî îáëàñòüþ èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà à ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî
À = {�1; 0; 1; 2; 3}, åñòü êðàòêàÿ çàïèñü ñëåäóþùåãî ñåìåéñòâà ðåøåíèé:
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Ïîä îáëàñòüþ èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà îáû÷íî ïîäðàçóìåâàþò (åñëè
ýòî íå îãîâîðåíî ñïåöèàëüíî) ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷è-
ñåë, à çàäà÷ó ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì ôîðìóëèðóþò ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: ðåøèòü óðàâíåíèå (*) ñ ïåðåìåííîé õ è ïàðàìåò-
ðîì à � ýòî çíà÷èò íà ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ðåøèòü
ñåìåéñòâî óðàâíåíèé, ïîëó÷àþùèõñÿ èç óðàâíåíèÿ (*) ïðè âñåõ äåéñòâè-
òåëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà.

ßñíî, ÷òî âûïèñàòü êàæäîå óðàâíåíèå èç áåñêîíå÷íîãî ñåìåéñòâà
óðàâíåíèé íåâîçìîæíî. Òåì íå ìåíåå êàæäîå óðàâíåíèå ñåìåéñòâà
äîëæíî áûòü ðåøåíî. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, åñëè, íàïðèìåð, ïî íåêî-
òîðîìó öåëåñîîáðàçíîìó ïðèçíàêó ðàçáèòü ìíîæåñòâî âñåõ çíà÷åíèé
ïàðàìåòðà íà ïîäìíîæåñòâà è ðåøèòü çàòåì çàäàííîå óðàâíåíèå íà
êàæäîì èç ýòèõ ïîäìíîæåñòâ.

Äëÿ ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ïàðàìåòðà íà ïîäìíîæåñòâà
óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðà, ïðè êîòîðûõ,
èëè ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç êîòîðûå, ïðîèñõîäÿò êà÷åñòâåííûå èçìåíå-
íèÿ óðàâíåíèÿ. Òàêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà áóäåì, ñëåäóÿ À. Ã. Ìîðä-
êîâè÷ó, íàçûâàòü êîíòðîëüíûìè. Íå äàâàÿ ñòðîãîãî îïðåäåëåíèÿ êîí-
òðîëüíîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà, ïîêàæåì íà ïðèìåðàõ, êàê ýòè
çíà÷åíèÿ îáíàðóæèâàþòñÿ, êàê ñ èõ ïîìîùüþ ìíîæåñòâî çíà÷åíèé
ïàðàìåòðà ðàçáèâàåòñÿ íà ïîäìíîæåñòâà è êàê çàòåì íà êàæäîì èç
ïîäìíîæåñòâ ðåøàåòñÿ çàäàííîå óðàâíåíèå (íåðàâåíñòâî).

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì òàêæå óðàâíåíèÿ è ñèñòåìû
óðàâíåíèé ñ íåñêîëüêèìè ïàðàìåòðàìè. Íàïðèìåð, âûðàæåíèå âèäà

F(x, a, b) = 0. (**)

ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ñ îäíîé ïåðåìåííîé õ è äâóìÿ ïàðàìåòðàìè a, b.
Çàäà÷ó ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ñ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè ìîæíî ñôîðìó-

ëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: ðåøèòü óðàâíåíèå (**) ñ äâóìÿ ïàðà-
ìåòðàìè � ýòî çíà÷èò ðåøèòü ñåìåéñòâî óðàâíåíèé, êîòîðûå ïîëó-
÷àþòñÿ èç óðàâíåíèÿ (**) ïðè ðàçëè÷íûõ äåéñòâèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ
ïàðàìåòðîâ.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñ íåñêîëüêèìè ïàðàìåòðàìè àíàëîãè÷íî ðå-
øåíèþ óðàâíåíèÿ ñ îäíèì ïàðàìåòðîì, îäíàêî â äàííîì ñëó÷àå
íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü, ÷òî òåïåðü íóæíî èñêàòü íå òîëüêî êîíò-
ðîëüíûå çíà÷åíèÿ îòäåëüíûõ ïàðàìåòðîâ, íî è êîíòðîëüíûå çàâèñè-
ìîñòè ìåæäó ïàðàìåòðàìè.

,

,

,

,

.
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I. ËÈÍÅÉÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß È ÍÅÐÀÂÅÍÑÒÂÀ

Ïîêàæåì èäåþ ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ âèäà a ⋅ x = b:
ïðè à = 0, b = 0      õ � ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî;
ïðè à = 0, b ≠ 0 óðàâíåíèå êîðíåé íå èìååò;

ïðè à ≠ 0 óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü õ = 
a

b
.

Ïðèìåð 1. Ðåøèòü óðàâíåíèå 2à(à � 2) õ = à � 2.       (1)
Ðåøåíèå. Çäåñü êîíòðîëüíûìè ÿâëÿþòñÿ òå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà,

äëÿ êîòîðûõ êîýôôèöèåíò ïðè õ îáðàùàåòñÿ â íóëü. Òàêèìè çíà÷å-
íèÿìè ÿâëÿþòñÿ à = 0 è à = 2. Ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ à íåâîçìîæíî
äåëåíèå îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ íà êîýôôèöèåíò ïðè õ. Â òî æå
âðåìÿ ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà à ≠ 0 è à ≠ 2 ýòî äåëåíèå âîçìîæíî.
Òàêèì îáðàçîì, öåëåñîîáðàçíî ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ çíà-
÷åíèé ïàðàìåòðà ðàçáèòü íà ïîäìíîæåñòâà

À1 = {0}, A2 = {2}, A3 = 



≠
≠

2

0

a

a ,

è ðåøèòü óðàâíåíèå (1) íà êàæäîì èç ýòèõ ïîäìíîæåñòâ, ò. å. ðåøèòü
óðàâíåíèå (1) êàê ñåìåéñòâî óðàâíåíèé, ïîëó÷åííûõ èç íåãî ïðè

ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà: à = 0; à = 2; 




≠
≠

2

0

a

a ,
.

Ðàññìîòðèì ýòè ñëó÷àè.
1. Ïðè à = 0 óðàâíåíèå (1) ïðèíèìàåò âèä 0 ⋅ õ = �2. Ýòî óðàâíå-

íèå êîðíåé íå èìååò.
2. Ïðè à = 2 óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä 0 ⋅ õ = 0. Êîðíåì ýòîãî

óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî.

3. Ïðè à ≠ 0 è à ≠ 2 èç óðàâíåíèÿ (1) ïîëó÷àåì õ = ( )22
2
−

−
aa

a
,

îòêóäà õ = 
a2
1

.

Îòâåò: ïðè à = 0 êîðíåé íåò;
ïðè à = 2    õ � ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî;

ïðè à ≠ 0 è à ≠ 2    õ = 
a2
1

.
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Ëèíåéíûì óðàâíåíèåì ñ ïàðàìåòðîì à îòíîñèòåëüíî õ íàçûâàåòñÿ
óðàâíåíèå âèäà f(a) ⋅⋅⋅⋅⋅ õ = q(a),               (2)
ãäå f(a) è q(a) � ôóíêöèè îò à, x � íåèçâåñòíîå.

Åñëè f(a) ≠ 0, òî óðàâíåíèå (2) ïðè ëþáîì à èç îáëàñòè îïðåäåëå-

íèÿ ôóíêöèé f(a) è q(a) èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü x = )(

)(

af

aq
.

Åñëè f(a)=0, q(a) ≠ 0, òî óðàâíåíèå (2) êîðíåé íå èìååò.
Åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå çíà÷åíèÿ à, ïðè êîòîðûõ f(a) = q(a) = 0,

òî ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ëþáîå õ èç îáëàñòè, çàäàííîé ïî
óñëîâèþ çàäà÷è.

Ïðèìåð 2. Ðåøèòü óðàâíåíèå àõ � 2 = 6õ + à.
Ðåøåíèå. Èñõîäíîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ

(à � 6)õ = à + 2. Ïîñêîëüêó f(a) = q(a) = 0 ðàâåíñòâà, íåâîçìîæ-
íûå íè ïðè êàêèõ à, òî óðàâíåíèå íå ìîæåò èìåòü áåñêîíå÷íîå
ìíîæåñòâî êîðíåé. Åñëè f(a) = 0, òî åñòü à = 6, òî q(6) = 8 ≠ 0, è

óðàâíåíèå ïðè à = 6 êîðíåé íå èìååò. Ïðè à ≠ 6   
6
2

−
+=

a

a
x .

Îòâåò: ïðè à = 6 êîðíåé íå èìååò, ïðè à ≠ 6 
6
2

−
+=

a

a
x .

Ïðèìåð 3. Ðåøèòü óðàâíåíèå (m �
 2)2x �

 2(m �
 2)(m + 3) =

= 3(m2
 � 4)x.

Ðåøåíèå. Çàìåíÿåì óðàâíåíèå åìó ðàâíîñèëüíûì:
(m � 2)2x � 3(m2 � 4)x  = 2(m � 2)(m + 3);
�(m � 2)(m + 4)õ = (m � 2)(m + 3).
Åñëè m � 2 = 0, ò. å. m = 2, òî óðàâíåíèå ïðèîáðåòàåò âèä 0�õ = 0,

è ëþáîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ åãî êîðíåì. Åñëè m + 4 = 0, m = �4, òî 0�õ = 6,

óðàâíåíèå êîðíåé íå èìååò. Åñëè m ≠ 2, m ≠ �4, òî 
4
3

+
+−=

m

m
x .

Îòâåò: ïðè m = �4 óðàâíåíèå êîðíåé íå èìååò;
ïðè m = 2   õ ∈ (� ∞;  + ∞);

ïðè m ≠ 2, m ≠ �4  
4
3

+
+−=

m

m
x .

Ïðèìåð 4. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ n óðàâíåíèå
(n2 � 16)x + n2 �3n � 4 = 0 èìååò êîðíè áîëüøå åäèíèöû?
Ðåøåíèå. Èññëåäóåì ñèòóàöèþ, ïðè êîòîðîé n2 � 16 = 0, ò. å.

n = �4 è n = 4.
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Ïðè n = �4 ïîëó÷àåì óðàâíåíèå 0�õ + 24 = 0, êîòîðîå êîð-
íåé íå èìååò.

Ïðè n = 4 èìååì óðàâíåíèå 0�õ = 0, è ëþáîå õ ∈ R ÿâëÿåòñÿ
êîðíåì äàííîãî óðàâíåíèå, ïðè ýòîì âñå äåéñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ õ,
áîëüøèå åäèíèöû, ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè.

Ïðè n ≠ ±4 
( )( )
( )( ) 4

1
44
41

+
+−=

−+
−+−=

n

n

nn

nn
x .

Èòàê, 0
4
52

1
4
1

1
4
1 <

+
+−<

+
+>

+
+−

n

n

n

n

n

n
      ;; .

ßñíî, ÷òî ïðè ),;( 524 −−∈   n  óðàâíåíèå èìååò êîðíè, óäîâëåòâî-
ðÿþùèå óñëîâèþ çàäà÷è.

Îòâåò: ),;( 524 −−∈   n { }4  U .

Ïðèìåð 5. Ðåøèòü óðàâíåíèå ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà:

xax
a

a +−=
−

2
65

2

.

Ðåøåíèå. Åñëè 5à � 6 = 0, ò. å. à = 1,2, òî óðàâíåíèå êîðíåé íå
èìååò (îíî íå îïðåäåëåíî).

Âûïîëíÿåì î÷åâèäíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ: xax
a

a +−=
−

2
65

2

;

( )( )
2

65
32

2
65

652

−=
−

−−−=
−

+−
ax

a

aa
ax

a

aa
   ; . Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ

äàþò îòâåò.
Îòâåò: ïðè à = 1,2; à = 3 êîðíåé íåò;

ïðè à = 2   õ � ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî;

ïðè à ≠ 1,2;  à ≠ 3;  à ≠ 2   õ = 
3
65

−
−

a

a
.

Ïðèìåð 6. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî 2à(à � 2)õ > à � 2.
Ðåøåíèå. Çäåñü êîíòðîëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà òå æå, ÷òî è â ïðè-

ìåðå 1, íî ñ èõ ïîìîùüþ ïðèäåòñÿ âûïîëíÿòü äðóãîå ðàçáèåíèå ìíî-
æåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, ïîñêîëüêó ïðè ðåøåíèè íåðàâåíñòâà ñó-
ùåñòâåííî íå òîëüêî òî, îáðàùàåòñÿ ëè â íóëü êîýôôèöèåíò ïåðåä õ èëè
îòëè÷åí îò íóëÿ, íî è åãî çíàê. Ïîýòîìó ðàññìîòðèì çàäàííîå íåðàâåí-
ñòâî â ñëåäóþùèõ ïÿòè ñëó÷àÿõ: a < 0; a = 0; 0 < a < 2; a = 2; a > 2.

1. Åñëè a < 0, òî 2à(à � 2) > 0, è çàäàííîå íåðàâåíñòâî ïðåîá-

ðàçóåòñÿ ê âèäó ( )2
2

−
−>

aa

a
x ,  ò. å. 

1
x

a
> .
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2. Åñëè à = 0, òî çàäàííîå íåðàâåíñòâî ïðèíèìàåò âèä 0 > �
2, ÷òî âåðíî ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ õ.

3. Åñëè 0 < a < 2, òî 2à(à � 2) < 0, è çàäàííîå íåðàâåíñòâî

ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó ( )2
2

−
−<

aa

a
x , ò. å. 1

x
a

< .

4. Åñëè à = 2, òî çàäàííîå íåðàâåíñòâî ïðèíèìàåò âèä 0 > 0, ÷òî
íå âûïîëíÿåòñÿ íè ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ õ.

5. Åñëè a > 2, òî 2à(à � 2) > 0 è, êàê è â ïåðâîì ñëó÷àå, 
1

x
a

> .

Îòâåò: ïðè a < 0; a > 2 
1

x
a

> ;

ïðè à = 0   �∞ < x <+∞;

ïðè 0 < a < 2 
1

x
a

< ;

ïðè à = 2 ðåøåíèé íåò.

Óïðàæíåíèÿ
Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ðåøèòü óðàâíåíèÿ.
1. ax + 7 = 3x + a.
2. (m2  � 2m + 1)x � (m2 + 2m � 3) = 0.
3. (a + 2)2x � 20 = 4x + 5a.

4. x
aaa

aa
x

a 3
2

65

5
2

3
2

2

−
=

+−
−+

−
.

5. Óðàâíåíèå (à � 1)(õ + 2) + (à + 2)(õ � 1) = 3 èìååò ñâîèì
êîðíåì õ = à + 1. Íàéòè à.

6. (à2 � 1)õ ≤ 2à + 2.
Îòâåòû:
1. Ïðè à = 3 êîðíåé íåò, ïðè à ≠ 3  õ = 

3
7

−
−

a

a .

2. Ïðè m ≠ 1   x = 
1
3

−
+

m

m
; ïðè m = 1   õ � ëþáîå ÷èñëî.

3. Ïðè à = 0 êîðíåé íåò; ïðè à = �4  õ  ∈ R; ïðè à ≠ 0,  à ≠ �4  õ = 

a

5
.

4. Ïðè à = 2, à = 3 êîðíåé íåò; ïðè à = 5 õ  ∈ R; ïðè à ≠ 5, à ≠ 2,

à ≠ 3 õ = �à.

5. �3; 1.
6. Ïðè à < �1 è ïðè a >1  õ 

1
2
−

≤
a

; ïðè à =±1   õ ∈ R;

ïðè �1 < à < 1   x 
1

2
−

≥
a

.
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II. ÏÐÎÑÒÅÉØÈÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß È ÍÅÐÀÂÅÍÑÒÂÀ

ÂÈÄÀ  0
q(x)

p(x)
= ; 0

q(x)

p(x)
> ; 0

q(x)

p(x)
<

Ïðèìåð 1 . Ðåøèòü óðàâíåíèå 0
92

=
−
−
ax

x
.

Ðåøåíèå. Èç óðàâíåíèÿ õ2 � 9 = 0 íàõîäèì õ1 = 3, õ2 = �3.
Îãðàíè÷åíèå õ ≠ à â äàííîì ñëó÷àå îçíà÷àåò, ÷òî åñëè à = 3, òî õ1 = 3 �
ïîñòîðîííèé êîðåíü, à åñëè à = �3, òî õ2 = �3 � ïîñòîðîííèé
êîðåíü.

Îòâåò:  ïðè à = 3 õ = �3;  ïðè à  = �3  õ = 3;  ïðè à ≠ ±3
õ1 = 3,  õ2 = �3.

Ïðèìåð 2. Ðåøèòü óðàâíåíèå 0
4

5
2

=
−

−−
x

xax
.

Ðåøåíèå. Èìååì (à � 1)õ = 5. Åñëè à = 1, òî óðàâíåíèå, à ñ íèì
èñõîäíîå óðàâíåíèå íå èìåþò êîðíåé (0�õ = 5); åñëè æå à ≠ 1, òî

õ = 
1

5
−a

. Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå íà âûïîëíåíèå

óñëîâèÿ õ2 ≠ 4, ò. å. õ ≠ 2, õ ≠ �2. Ïóñòü 
1

5
−a

= 2; òîãäà 5 = 2à � 2,

à = 3,5, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè à = 3,5, òî õ = 2 � ïîñòîðîííèé
êîðåíü äëÿ çàäàííîãî óðàâíåíèÿ.

Àíàëîãè÷íî èç óðàâíåíèÿ 
1

5
−a

= �2 íàõîäèì 5 = �2à + 2, ò. å.

à = �1,5 � åùå îäíî çíà÷åíèå ïàðàìåòðà, ïðè êîòîðîì íàéäåííûé
êîðåíü ÿâëÿåòñÿ ïîñòîðîííèì.

Îòâåò: ïðè à = 1, à = 3,5, à = �1,5 óðàâíåíèå êîðíåé íå èìååò;

ïðè à ≠ 1, à ≠ 3,5, à ≠ �1,5   õ = 
1

5
−a

.

Ïðèìåð 3. Ðåøèòü óðàâíåíèå  ( )
0

2
321 =

−
−+−

kx

kxk .

Ðåøåíèå. Èñõîäíîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå

( )




≠−
=−+−

.

,

02

0321

kx

kxk



11

Ðåøàåì óðàâíåíèå ñèñòåìû: ïðè k = 1 ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

0�õ � 1 = 0, êîòîðîå êîðíåé íå èìååò. Ïðè k ≠ 1  x = 
1
23

−
−

k

k
. Ïîäñòàâëÿÿ

ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå õ â íåðàâåíñòâî ñèñòåìû, ïîëó÷èì 02
1
23 2

≠−
−

−
k

kk
,

îòêóäà (k ≠ 1) 3k � 2k2 � 2k + 2 ≠ 0, 2k2 � k � 2 ≠ 0, k ≠ 
1 17

4

±
.

Îòâåò: ïðè k = 1 è k = 
1 17

4

±
 óðàâíåíèå êîðíåé íå èìååò;

ïðè k ≠ 1 è k ≠ 
1 17

4

±
 x = 

1
23

−
−

k

k
.

Ïðèìåð 4. Ðåøèòü óðàâíåíèå 22 4

4
2

2
2 ax

a

ax

xa

xa

x

−
=

−
+−

+ .

Ðåøåíèå. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ óðàâíåíèÿ çàäàåòñÿ íåðàâåíñòâà-
ìè  õ ≠ �2à; õ ≠ 2à.

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì
õ2 � 2àõ � 4à2 � 4àõ � õ2 = 4à,
èëè ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ �6àõ = 4à2 + 4à.

Ðåøåíèå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ïàðàìåòðàìè áûëî ïîäðîáíî ðàñ-
ñìîòðåíî â ðàçäåëå I, ïîýòîìó çàêëþ÷àåì, ÷òî ïðè à = 0 ðåøåíèåì
èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ áóäåò ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå õ, êðîìå õ = 0;

ïðè à ≠ 0   õ = 
( )
3

12 +− a
.

Îñòàåòñÿ îïðåäåëèòü òå çíà÷åíèÿ à, ïðè êîòîðûõ 
( )
3

12 +− a
 ≠ 2à

è    
( )
3

12 +− a
 ≠ �2à, îòêóäà íàõîäèì à ≠ 

4
1−  è à ≠ 

2
1

.

Îòâåò: ïðè à = 0  õ  � ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, êðîìå õ = 0;

ïðè à = 
4
1−  èëè à = 

2
1

 óðàâíåíèå êîðíåé íå èìååò;

ïðè à 




 ∞+











−





 −∞−∈                     ;;;;

2
1

2
1

00
4
1

4
1

UUU

õ = 
( )
3

12 +− a
.
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Ïðèìåð 5. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî 0>
+

+
− ax

a

ax

a
.

Ðåøåíèå. Ïðè à = 0 íåðàâåíñòâî ðåøåíèé íå èìååò.

Ïðè a < 0 0
11 <
+

+
− axax

; òîãäà ïîñëå óïðîùåíèÿ èìååì

( )( ) 0<
+− axax

x . Ðåøèì íåðàâåíñòâî ìåòîäîì èíòåðâàëîâ:

x  ( ) ( ); 0;a a∈ −∞ U        � .

Ïðè a > 0 0
11 >
+

+
− axax

; òîãäà ïîñëå óïðîùåíèÿ èìååì

( )( ) 0>
+− axax

x
.  Ðåøèì íåðàâåíñòâî ìåòîäîì èíòåðâàëîâ:

x ( ) ( )∞+−∈         ;; aa U0 .
Îòâåò: ïðè à = 0 íåðàâåíñòâî ðåøåíèé íå èìååò;

ïðè a < 0  x ( ) ( ); 0;a a∈ −∞ U        � .

ïðè a  > 0   x ( ) ( )∞+−∈         ;; aa U0 .

Ïðèìåð 6. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî 0
2

1 ≤
+

+−
ax

ax
.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x) = 
ax

ax

2
1

+
+−

.

D(f): ( ) ( )∞+−−−∞        ;; aa 22 U .
Íóëè ôóíêöèè f(x): õ � à + 1 = 0,  õ  = à � 1.
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Ïðè à � 1 = �2à, òî åñòü ïðè à = 
3
1

, èñõîäíîå íåðàâåíñòâî

ïðèíèìàåò âèä 1 ≤ 0, ýòî ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî

ïðè à =
3
1

 íåðàâåíñòâî ðåøåíèé íå èìååò.

Ïðè à � 1 > �2à, òî åñòü ïðè à > 
3
1
,  ïîêàæåì ðåøåíèå, èñïîëü-

çóÿ ìåòîä èíòåðâàëîâ:

  x ( ]12 −−∈ aa   ; .

Ïðè à � 1 < �2à, òî åñòü ïðè à < 
3
1

, àíàëîãè÷íî áóäåì èìåòü,

ïîêàçàâ ðåøåíèå íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé:

  x  [ )aa 21 −−∈   ; .

Îòâåò: ïðè à = 
3
1

 íåðàâåíñòâî ðåøåíèé íå èìååò;

ïðè à > 
3
1

  x ( ]12 −−∈ aa   ; ;

ïðè à < 
3
1

  x [ )aa 21 −−∈   ; .

Ïðèìå÷àíèå. Ïðè ðåøåíèè íåðàâåíñòâà èñïîëüçîâàíî ðàâåíñòâî
÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ äðîáè; çíà÷åíèå ïàðàìåòðà, ïðè êîòîðîì
ýòî ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ, ÿâëÿåòñÿ êîíòðîëüíûì çíà÷åíèåì äëÿ
ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâà ñ ïàðàìåòðîì.

Ïðèìåð 7.  Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà à íåðàâåíñòâî

0
12 <

−
−−

ax

ax
âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ õ èç îòðåçêà [1; 2]?
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Ðåøåíèå. Åñëè à = 2à + 1, à = �1, òî íåðàâåíñòâî ïðèíèìàåò

âèä <
+
−

ax

ax
0, ÷òî íå âûïîëíÿåòñÿ íè ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ õ, â

÷àñòíîñòè ïðè õ èç îòðåçêà [1; 2].
Åñëè æå a < 2a + 1, a > �1, òî ðåøåíèå íåðàâåíñòâà èìååò âèä

(à; 2à + 1).

Åñëè a > 2a + 1, a < �1, òî ðåøåíèå íåðàâåíñòâà èìååò âèä
(2à + 1; à).

Íåðàâåíñòâî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ äëÿ âñåõ õ èç îòðåçêà [1; 2] .
Ýòî çíà÷èò, ÷òî îòðåçîê [1; 2] öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ â ðåøåíèè íåðà-
âåíñòâà. Ãðàôè÷åñêèå ìîäåëè ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ïðåäñòàâëåíû
íà ðèñóíêàõ 1 è 2.

a > �1 a < �1

Ðèñ. 1 Ðèñ. 2

Ðèñóíîê 1 àíàëèòè÷åñêè äàåò ñèñòåìó íåðàâåíñòâ 







+<
−>

<

,

,

,

122

1

1

a

a

a

îòêóäà íàõîäèì 0,5 < a < 1.
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Ðèñóíîê 2  àíàëèòè÷åñêè îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ








−<
<

<+

,

,

,

1

2

112

a

a

a

 êîòîðàÿ íå èìååò ðåøåíèé.

Îòâåò: (0,5; 1).

Óïðàæíåíèÿ
Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ðåøèòü óðàâíåíèÿ.

1. ( )
0

2
432 =

−
+−+

x

axa .

2.
1

4
1
1

1
1 2

−
−+=

−
++

+
−

c

cxc

c

x

c

x .

3.
( )

( )( ) 1
1

1
1

+
−=

+
−+

++
−

a

a

ax

ax

axa

xaa
.

4. Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à, ïðè êîòîðûõ óðàâ-

íåíèÿ ( ) ( )
0

1
212 =

−
+−+

x

axa  è ( )
0

31 =
−

−−
ax

axa   ðàâíîñèëüíû?

Ðåøèòü íåðàâåíñòâà ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà.

5. 0
11 >
+

+
axx

.

6. 1
1

12 >
−

−
xx

a
.

Óêàçàíèå. Äâà óðàâíåíèÿ ðàâíîñèëüíû, åñëè ìíîæåñòâà èõ ðåøå-
íèé ñîâïàäàþò (óðàâíåíèÿ èìåþò îäèíàêîâûå êîðíè èëè îáà êîð-
íåé íå èìåþò).

Îòâåòû:
1. Ïðè à = �2 è à = 8 êîðíåé íåò;

ïðè à ≠ �2 è à ≠ 8   õ =
2
43

+
−

a

a
.

2. Ïðè ñ ≠ ±1; ñ ≠ 0; ñ ≠ 2   õ =
c

1
;

ïðè ñ = 2   õ ∈ R;
ïðè ñ = ±1, ñ = 0 êîðíåé íåò.
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3. Ïðè à = 0 è à = �1 êîðíåé íåò;

ïðè à ≠ 0; à ≠ �1  õ = 
2

2
2

2

+− aa

a
.

4. Ïðè à =
5

193±−
.

5. Ïðè a < 0   x ( )∞+−




 −∈         ;; a

a
U

2
0 ;

ïðè a = 0   x ∈ ( )∞+  ;0 ;

ïðè a > 0   x ( )∞+




 −−∈         ;; 0

2
U

a
a .

6. Ïðè a < 0 122 <<−+ xaaa ; 022 <<−− xaaa ;
ïðè 0 ≤ à ≤ 2 0 < x < 1;

ïðè à > 2  aaaxaaa 22 22 −+<<−− ;  0 < x < 1.

Ïðèìå÷àíèå. Äðîáíî-ðàöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ è íåðàâåíñòâà,
ïðèâîäÿùèåñÿ ê êâàäðàòè÷íûì, áóäóò ðàññìîòðåíû â ðàçäåëå III.
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III. ÊÂÀÄÐÀÒÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß È ÍÅÐÀÂÅÍÑÒÂÀ,
ÑÂÎÄßÙÈÅÑß Ê ÍÈÌ

Óðàâíåíèå âèäà ax2 + bx + c = 0, ãäå à ≠ 0, íàçûâàåòñÿ êâàäðàò-
íûì. Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïðè ðåøåíèè êâàäðàòíîãî óðàâ-
íåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè íåîáõîäèìî îòäåëüíî èññëåäîâàòü ñëó÷àé ðà-
âåíñòâà êîýôôèöèåíòà ïðè õ2 íóëþ, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå
óðàâíåíèå îáðàùàåòñÿ â ëèíåéíîå (ïîäðîáíî î ðåøåíèè ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé ñì. ðàçäåë I).

Ïðèìåð 1. Ðåøèòü óðàâíåíèå (à � 1)õ2 + 2(2à + 1)õ + (4à + 3) = 0.   (1)

Ðåøåíèå. Â äàííîì ñëó÷àå êîíòðîëüíûì çíà÷åíèåì ñëóæèò
à = 1, ïîñêîëüêó ïðè ýòîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà äàííîå óðàâíåíèå
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì (â ýòîì è ñîñòîèò êà÷åñòâåííîå èçìåíåíèå
óðàâíåíèÿ). Öåëåñîîáðàçíî ðàññìîòðåòü èñõîäíîå óðàâíåíèå êàê
ñåìåéñòâî óðàâíåíèé, ïîëó÷àþùèõñÿ èç äàííîãî óðàâíåíèÿ ïðè
ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà: à = 1 è à ≠ 1. Ðàññìîòðèì ýòè
ñëó÷àè.

1. Ïðè à = 1 óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä 6õ + 7 = 0. Îòñþäà

íàõîäèì õ = 
6
7− .

2. Èç ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ïàðàìåòðà à ≠ 1 âûäåëèì òå çíà÷åíèÿ,
ïðè êîòîðûõ äèñêðèìèíàíò D óðàâíåíèÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü.

Äåëî â òîì, ÷òî åñëè äèñêðèìèíàíò D óðàâíåíèÿ ðàâåí íóëþ ïðè
à = à0, òî ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó à0 îí ìîæåò èçìåíèòü çíàê
(íàïðèìåð, åñëè a < a0, òî D < 0, à åñëè a > a0, òî D > 0). Âìåñòå ñ
ýòèì ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó à0 ìåíÿåòñÿ è ÷èñëî äåéñòâèòåëüíûõ
êîðíåé êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ. Çíà÷èò, ìîæíî ãîâîðèòü î êà÷åñòâåí-
íîì èçìåíåíèè óðàâíåíèÿ. Ïîýòîìó çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà, ïðè êîòî-
ðûõ äèñêðèìèíàíò êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ (1) îáðàùàåòñÿ â íóëü,
òàêæå îòíîñÿò ê êîíòðîëüíûì çíà÷åíèÿì.

Íàéäåì äèñêðèìèíàíò óðàâíåíèÿ (1): 
4
D

= (2à + 1)2 � (à �1)(4à + 3),

îòêóäà ïîñëå óïðîùåíèé ïîëó÷àåì 
4
D

= 5à + 4. Èç óðàâíåíèÿ 
4
D

= 0
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íàõîäèì à = �
5
4

 � âòîðîå êîíòðîëüíîå çíà÷åíèå. Ïðè ýòîì, åñëè

à < �
5
4

, òî D < 0; åñëè æå 









≠

−≥

,

,

1
5
4

a

a
 òî D ≥  0.

Òàêèì îáðàçîì, îñòàåòñÿ ðåøèòü óðàâíåíèå (1) â óêàçàííûõ äâóõ
ñëó÷àÿõ.

Åñëè à < �
5
4

, òî óðàâíåíèå (1) íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ êîð-

íåé; åñëè æå 
5
4−≥a , à ≠ 1, òî íàõîäèì õ1, 2 =

( )
1

4512
−

+±+−
a

aa     

.

Îòâåò: åñëè à < �
5
4

, òî êîðíåé íåò;

åñëè à = 1, òî õ = 
6
7− ;

åñëè 
5
4−≥a , à ≠ 1, òî õ1, 2 =

( )
1

4512
−

+±+−
a

aa     
.

Ïðèìå÷àíèå 1. Ìîæíî îòäåëüíî îãîâîðèòü, ÷òî ïðè à = �
5
4

óðàâíåíèå èìååò äâà ðàâíûõ êîðíÿ õ1 = õ2 = �
3
1

.

Ïðèìåð 2. Ðåøèòü óðàâíåíèå ( )
0

4

21
2

2

=
−

−+−
x

axxa .

Ðåøåíèå. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ óðàâíåíèÿ õ  ≠ ±2. Îïðåäåëèì, ïðè
êàêèõ çíà÷åíèÿõ à ÷èñëèòåëü äðîáè îáðàùàåòñÿ â íóëü:

ïðè õ = 2 (à � 1)�4 + 2à � 2 = 0, 6à � 6 = 0, à = 1;
ïðè õ = �2 4à � 4 � 2à � 2 = 0, 2à � 6 = 0, à = 3.
Èòàê, ïðè à = 1 óðàâíåíèå êîðíåé íå èìååò (èññëåäîâàòü ñëó÷àé,

êîãäà êîýôôèöèåíò ïðè õ2 ðàâåí íóëþ, óæå íå èìååò ñìûñëà), ïðè

à = 3 ïîëó÷àåì óðàâíåíèå 0
4

232
2

2

=
−

−+
x

xx , îòêóäà õ = 
2
1

.
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Äàëåå ðåøàåì óðàâíåíèå (à � 1)õ2 + àõ � 2 = 0. D = a2 + 8(a � 1) =
= a2 + 8a � 8.

Åñëè a2 + 8a � 8 < 0, òî óðàâíåíèå êîðíåé íå èìååò. Íåðàâåíñòâî

âûïîëíÿåòñÿ ïðè a ( )624624 +−−−∈       ; .

Åñëè a2 + 8a � 8 = 0, òî åñòü à = �4 � 2 6 , à = �4 + 2 6,
óðàâíåíèå èìååò äâà ðàâíûõ êîðíÿ.

Ïðè à = �4 � 2 6  èìååì

õ1, 2 = ( ) ( )( ) 6262562
625

624
12

−=−+−=
+
+−=

−
−
a

a
.

Ïðè à = �4 + 2 6  èìååì

õ1, 2 =
( )( ) ( )=−−+−=

−
+−=

−
−

65121064
1

56262

562

62
26 + .

Åñëè à ( ) ( ) ( ) ( )∞++−−−∞−∈         ;;;; 3311624624 UUU ,

òî õ1, 2 = ( )12
882

−
−+±−

a

aaa
.

Îòâåò: ïðè ( )624624 +−−−∈   ;a   óðàâíåíèå êîðíåé íå èìååò;

ïðè à = 3   õ = 
2
1

;

ïðè à = �4 � 2 6  õ1 = õ2 = 62 − ;

ïðè à = �4 + 2 6  õ3 = õ4 = 26 + ;

ïðè à ( ) ( ) ( ) ( )∞++−−−∞−∈           ;;;; 3311624624 UUU

õ5, 6 = ( )12
882

−
−+±−

a

aaa
.

Ïðèìåð 3. Ðåøèòü óðàâíåíèå 0
2

2

=
++
++

axax

aaxx
.

Ðåøåíèå. Äàííîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå 






≠++

=++

.

,

0

0
2

2

axax

aaxx
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Ðåøàåì óðàâíåíèå õ2 + àõ + à = 0.  D = a2 � 4a.
a. Åñëè a2 � 4a = 0, òî à = 0 èëè à = 4.
Ïðè à = 0  õ = 0, íî òîãäà íå âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ñèñòåìû,

è õ = 0 � íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì äàííîãî óðàâíåíèÿ.
Åñëè à = 4, òî õ = �2, íåðàâåíñòâî ñèñòåìû âûïîëíÿåòñÿ è,

ñëåäîâàòåëüíî, ïðè à = 4 õ = �2 (äâà ðàâíûõ êîðíÿ).
b. Åñëè a2 � 4a < 0, ò. å. à ∈ (0; 4), òî óðàâíåíèå êîðíåé íå èìååò.

c. Åñëè à ( ) ( )∞+−∞∈     ;; 40 U , òî õ =
2

42 aaa −±− .

Åñëè õ = 
2

42 aaa −+− , òî íàõîäèì òå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà, ïðè

êîòîðûõ èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

0
2

4
2

4 2
2

2

≠+−+−+










 −+−
a

aaaaaa
a ;

0
2

4
424

4

2
222 ≠+−+−+


 −−−+ a

aaa
aaaaaa

a
;

044224242 22223 ≠+−+−−−− aaaaaaaaa ;

0442 22223 ≠−+−−+− aaaaaaaa ;

( ) ( ) 0141 222 ≠−−−− aaaaa , îòêóäà à ≠ 1 (óæå âõîäèò â ïðîìå-

æóòîê (0; 4)) è ( ) ( ) 0411 2 ≠−+−− aaaaa .

Ðåøàåì óðàâíåíèå ( ) ( ) aaaaa 411 2 −+=− ;

à2(à2 � 2à + 1) = (à2 + 2à + 1)(à2 � 4à); 8à2 + 4à = 0 è ñ ó÷åòîì

à ≠ 0  à = �
2
1

.

Èòàê, åñëè à = �
2
1

, òî óðàâíåíèå èìååò äâà ðàâíûõ êîðíÿ

õ = 
2
1

2

2
4
1

2
1

−=
+−

. (à = �
2
1

 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ
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( ) ( ) aaaaa 411 2 −+=− , â ÷åì ëåãêî óáåäèòüñÿ íåïîñðåäñòâåííîé

ïîäñòàíîâêîé).

Ïðè õ  = 2
42 aaa −−−

 ïîëó÷àåì

2
2 24 – 4

0
2 2

a a a a a a
a a

 + − −+ + ≠   
.

Âûÿñíèì, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ à èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

0
2

4
4242

4

2
22 ≠+−−−+


 −+− a

aaa
aaaaa

a
;

044224242 22223 ≠+−−−−+− aaaaaaaaa ;

( ) ( ) 014212 222 ≠−−+− aaaaa .

Çíà÷åíèå à = 1 âõîäèò â îáëàñòü òåõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà, ïðè
êîòîðûõ óðàâíåíèå êîðíåé íå èìååò.

Äàëåå ( ) ( ) aaaaa 411 2 −+−≠− , è ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû óæå

ïðèâåäåííûì âûøå. Âíîâü ïîëó÷àåì à ≠ �
2
1

.  Ëåãêî âèäåòü, ÷òî çíà-

÷åíèå à = �
2
1

íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ ( ) ( ) aaaaa 411 2 −+−=− .

Îòâåò: ïðè à  ∈ [0; 4) óðàâíåíèå êîðíåé íå èìååò;

ïðè à ( ) [ ); 0 4;  ∈ −∞ − + ∞U    õ =
2

42 aaa −±−
.

Ïðèìåð 4. Ðåøèòü óðàâíåíèå 
4

2

2

1

2

2
2

2

22 −
−=

−
−

+ m

x

mmmm

x
.

Ðåøåíèå. Ïðè m = 0 è m = ±2 óðàâíåíèå íå îïðåäåëåíî, à
ïîýòîìó êîðíåé íå èìååò. Åñëè m ≠ 0 è m ≠ ±2 èñõîäíîå óðàâíå-
íèå ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ 2x(m � 2) � (m + 2) = x2m � 2m,
x2m � 2x(m � 2) � m + 2 = 0.
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Íàõîäèì äèñêðèìèíàíò ïîëó÷åííîãî êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ:
0,25�D = (m � 2)2 + m(m � 2) = 2(m � 2)(m � 1).
Íà êîîðäèíàòíîé ïðÿìîé ñ ó÷åòîì m = 0 è m = ±2 ïîêàæåì

çíàêè äèñêðèìèíàíòà:

Óðàâíåíèå íå èìååò êîðíåé ïðè m ( ] { }2021 −∈     ;; U .

Ïðè m ( ) ( ) ( )∞+−−−∞∈         ;;;);( 210022 UUU

õ = 
( )( )
m

mmm 1222 −−±−
.

Ïðè ò = 1 óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü õ = �1.

Îòâåò: ïðè m ( ] { }2021 −∈     ;; U  óðàâíåíèå êîðíåé íå èìååò;
ïðè ò = 1  õ = �1;

ïðè m ( ) ( ) ( )∞+−−−∞∈         ;;;);( 210022 UUU ;

õ = 
( )( )
m

mmm 1222 −−±−
.

Ïðèìåð 5. Ðåøèòü óðàâíåíèå 
2

2
3 −

−=
b

x

x

b
.

Ðåøåíèå. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ óðàâíåíèÿ çàäàåòñÿ íåðàâåíñòâîì
õ ≠ 0. Ïðè b = 2 óðàâíåíèå íå îïðåäåëåíî è, ñëåäîâàòåëüíî, êîðíåé
íå èìååò.

Ïðè b ≠ 2 è õ ≠ 0 èñõîäíîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ

3õ(2 � õ) = b2 � 2b, 3x2 � 6x + b2
 � 2b = 0.  Íàõîäèì 

4
D

= 9
 � 3(b2 � 2b) =

= �3b2 + 6b + 9 = �3(b2 � 2b � 3) = �3(b + 1)(b � 3). Ïîêàæåì íà
êîîðäèíàòíîé ïðÿìîé çíàêè äèñêðèìèíàíòà:

1) ïðè b < �1 è b > 3 óðàâíåíèå êîðíåé íå èìååò;
2) ïðè b = �1 è b = 3 óðàâíåíèå èìååò äâà ðàâíûõ êîðíÿ õ = 1;



23

3) ïðè �1 < b < 2 è 2 < b < 3 óðàâíåíèå èìååò äâà êîðíÿ

õ1, 2 = 
( )( )
3

3133 −+−± bb
.

Òåïåðü ïðîâåðèì, íåò ëè ñðåäè íàéäåííûõ êîðíåé òàêèõ, ïðè
êîòîðûõ õ = 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî õ = 
( )( )

0
3

3133
>

−+−+ bb
 ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ

çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà.

Êîðåíü õ  = 
( )( )
3

3133 −+−− bb
ðàâåí íóëþ ïðè ( )( )313 −+− bb = 3;

�3(b2 � 2b � 3) = 9; b2 � 2b = 0, îòêóäà b = 0 èëè b = 2.

Îòâåò: ïðè b ( ) ( ) { }231 UU ∞+−−∞∈     ;;  óðàâíåíèå êîðíåé íå èìååò;
ïðè b = 0  õ = 2;

ïðè b [ ) ( ]1;  2 2;  3∈ − U    õ1, 2 =
( )( )
3

3133 −+−± bb
.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ðåøåíèå êâàäðàòíûõ íåðàâåíñòâ íà ïðèìåðå,
â êîòîðîì èç óðàâíåíèÿ (ïðèìåð 1) ñäåëàíî íåðàâåíñòâî.

Ïðèìåð 6. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî (à � 1)õ2 + 2(2à + 1)õ + (4à + 3) ≤ 0.  (2)
Ðåøåíèå. Âîçâðàùàÿñü ê ðåøåíèþ ïðèìåðà 1, âñïîìíèì, ÷òî íàìè

ïîëó÷åíû äâà êîíòðîëüíûõ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à � çíà÷åíèÿ 1

è �
5
4

. Çàäàííîå íåðàâåíñòâî ïðèäåòñÿ ðàññìîòðåòü â êàæäîì èç

ñëåäóþùèõ ïÿòè ñëó÷àåâ: a < �
5
4

; a = �
5
4

; �
5
4

< a < 1; a = 1; a > 1.

1) a < �
5
4

. Â ýòîì ñëó÷àå D < 0 è êîýôôèöèåíò ïðè õ2, ðàâíûé

(à � 1), îòðèöàòåëåí. Èçâåñòíî, ÷òî êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí ax2 + bx + c
ñ îòðèöàòåëüíûì äèñêðèìèíàíòîì ïðè âñåõ õ èìååò çíàê ñòàðøåãî
êîýôôèöèåíòà, ò. å. â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå çàäàííîå íåðàâåíñòâî
âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ õ.

2) a = �
5
4

. Íåðàâåíñòâî (2) ïðèíèìàåò âèä �
5
9

x2
 � 5

6
x � 5

1
≤ 0,

èëè 9x2 + 6x + 1≥0, ò. å. (3õ + 1)2 ≥ 0. Ýòî íåðàâåíñòâî âåðíî ïðè
ëþáûõ õ.
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3) �
5
4

< a < 1. Â ýòîì ñëó÷àå D > 0, è òðåõ÷ëåí èìååò äâà êîðíÿ:

( )
1

4512
1 −

+++−=
a

aa
x è 

( )
1

4512
2 −

+−+−=
a

aa
x .

Çíà÷èò, çàäàííîå íåðàâåíñòâî ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó
(à � 1)(õ � õ1)(õ � õ2) ≤ 0 è äàëåå (õ � õ1)(õ � õ2) ≥ 0 (ìû ó÷ëè, ÷òî â
ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå à � 1 < 0). Ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî ìîæíî
ðåøàòü ìåòîäîì èíòåðâàëîâ, íóæíî ëèøü ïðàâèëüíî ðàñïîëîæèòü íà
÷èñëîâîé ïðÿìîé òî÷êè õ1 è õ2.

Èìååì �(2à + 1) + >+ 45a �(2à + 1) � 45 +a . Ðàçäåëèâ îáå
÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà íà îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî à � 1,

ïîëó÷èì 
( ) ( )

1
4512

1
4512

−
+−+−<

−
+++−

a

aa

a

aa
, ò. å. õ1 < õ2. Òîãäà ðå-

øåíèå íåðàâåíñòâà ( ] [ )∞+−∞∈     ;; 21 xxx U .

4) à = 1. Íåðàâåíñòâî (2) ïðèíèìàåò âèä 6 õ + 7 ≤ 0, îòêóäà

õ 
6
7−≤ .

5) a > 1. Â ýòîì ñëó÷àå D > 0; íåðàâåíñòâî, êàê è â ñëó÷àå 3, ïðåîá�
ðàçóåòñÿ ê âèäó (à � 1)(õ � õ1)(õ � õ2) ≤ 0 è äàëåå (õ � õ1)(õ � õ2) ≤ 0
(ìû ó÷ëè, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå à � 1 > 0). Îäíàêî íà ýòîò ðàç,

â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ 3, èìååì 
( ) ( )

1
4512

1
4512

−
+−+−>

−
+++−

a

aa

a

aa
,

ò. å. õ1 > õ2; ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå íåðàâåíñòâà (2) èìååò âèä

õ [ ]12 xx   ;∈ .
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Îòâåò: ïðè à ≤ �
5
4

  x ∈ R;

ïðè �
5
4

< a <1 ( ] [ )∞+−∞∈     ;; 21 xxx U ;

ïðè à = 1  õ 



 −∞−∈

6
7

  ; ;

ïðè a > 1  õ [ ]12 xx   ;∈ ,

ãäå 
( )

1
4512

1 −
+++−=

a

aa
x , 

( )
1

4512
2 −

+−+−=
a

aa
x .

Ïðèìåð 7. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà à íåðàâåíñòâî
(õ3 � 8)(à � õ) ≥  0 èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå?

Ðåøåíèå. Çàïèøåì íåðàâåíñòâî â âèäå (õ � 2)(õ
2
 + 2õ + 4)(à � õ) ≥ 0.

Òàê êàê õ2 + 2õ + 4 > 0 ïðè âñåõ õ (D < 0), òî ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî
(õ � 2)(õ � à) ≤ 0. Åñëè à = 2, òî ïîëó÷àåì (õ � 2)2 ≤ 0, îòêóäà õ = 2.
Åñëè æå à ≠ 2, òî ïðè a < 2 èìååì à ≤ õ ≤ 2, ïðè à > 2 èìååì 2 ≤ õ ≤ à.
Èòàê, èìååì åäèíñòâåííîå ðåøåíèå òîëüêî ïðè à = 2.

Îòâåò: 2.

Ïðèìåð 8. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà à â ìíîæåñòâå ðåøå-
íèé íåðàâåíñòâà (1 � õ)(õ � à) ≥ 0 ñîäåðæèòñÿ ïÿòü öåëûõ ÷èñåë?

Ðåøåíèå. Èìååì (õ � 1)(õ � à) ≤ 0. Íóæíî ðàññìîòðåòü òðè ñëó÷àÿ:
a < 1; a = 1; a > 1.

1. Åñëè a < 1, òî ðåøåíèåì äàííîãî íåðàâåíñòâà ñëóæèò îòðå-
çîê [a; 1]. Òîãäà ïÿòü öåëûõ ÷èñåë, ïðèíàäëåæàùèõ ýòîìó îòðåçêó,
äîëæíû áûòü òàêèìè: 1; 0; �1; �2; �3. Çíà÷èò, �3 ∈ [a; 1], òîãäà
êàê �4 ∉ [a; 1]. Ýòî âûïîëíÿåòñÿ ïðè óñëîâèè �4 < a ≤ �3.

2. Åñëè à = 1, òî ðåøåíèå íåðàâåíñòâà ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè
õ = 1. Ýòîò ñëó÷àé íàñ íå óñòðàèâàåò.

3. Åñëè a > 1, òî ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà ñëóæèò îòðåçîê [1; a].
Ïÿòü öåëûõ ÷èñåë, ïðèíàäëåæàùèõ ýòîìó îòðåçêó, äîëæíû áûòü
òàêèìè: 1; 2; 3; 4; 5. Çíà÷èò, 5 ∈ [1; a], òîãäà êàê 6∉[1; a]. Ýòî
âûïîëíÿåòñÿ ïðè óñëîâèè 5 ≤ à < 6.

Îòâåò: à ( ] [ )6534     ;; U−−∈ .
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Ðàññìîòðèì ïðèìåðû ðåøåíèÿ íåñêîëüêèõ ðàöèîíàëüíûõ íåðàâåíñòâ.
Ïðèìåð 9. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà à íåðàâåíñòâî

õ2 � 2àõ + 9 > 0 âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ õ?
Ðåøåíèå. Ýòà çàäà÷à îñíîâàíà íà øêîëüíîé òåîðåìå: åñëè äèñêðèìè-

íàíò D êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà y = ax2 + bx + c îòðèöàòåëåí, òî ïðè âñåõ
õ çíàê ó ñîâïàäàåò ñî çíàêîì ñòàðøåãî êîýôôèöèåíòà à. Çíà÷èò, â äàí-
íîì ïðèìåðå äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà D < 0.

Îòâåò: (�3; 3).
Åñòåñòâåííûì ïðîäîëæåíèåì ðàññìîòðåííîãî ïðèìåðà ñëóæèò ñëå-

äóþùèé.

Ïðèìåð 10. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà à íåðàâåíñòâî
àõ2 + 2(à + 1)õ + 2à + 2 ≤ 0 âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ õ?

Ðåøåíèå. Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû íåðàâåíñòâ 




≤
<

.

,

0

0

D

a

Îòâåò: (�∞; �1].

Ïðèìåð 11. Ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà à ðåøèòü íåðàâåíñòâî
õ2 � (à2 + 1)õ + à2 ≥ 0.

Ðåøåíèå. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Âèåòà äëÿ êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ
õ2 � (à2 + 1)õ + à2 = 0, ïîëó÷èì, ÷òî õ1 = 1 è õ2

 = à2. Â ñëó÷àå
ñîâïàäåíèÿ êîðíåé, ò. å. êîãäà à2 = 1 è à = ±1, íåðàâåíñòâî âûïîë-
íÿåòñÿ ïðè ëþáûõ õ.

Ïðè à2 > 1, òî åñòü ïðè ( ) ( )∞+−−∞∈     ;; 11 Ua , ( ] [ )∞+∞−∈     ;; 21 ax U .

Ïðè ( )11   ;−∈a  ( )12
  ;ax∈ .

Îòâåò: ïðè à = ±1 x ∈ R;

ïðè ( ) ( )∞+−−∞∈     ;; 11 Ua   ( ] [ )∞+∞−∈     ;; 21 ax U ;

ïðè ( )11   ;−∈a  ( )12
  ;ax∈ .

Ïðèìåð 12. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà à ðåøåíèåì íåðà-
âåíñòâà (õ � à)2(õ � 3)(õ + 1) ≤ 0 ñëóæèò ñïëîøíîé ïðîìåæóòîê?

Ðåøåíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî çàäà÷à èìååò äâå êîíòðîëüíûå òî÷êè:
õ = �1 è õ = 3; ïîýòîìó ðàññìîòðèì ðåøåíèå äàííîãî íåðàâåíñòâà
ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ à: a < �1; a = �1; �1 < a < 3; a = 3; a > 3.

1. Åñëè a < �1, òî ðåøåíèå íåðàâåíñòâà èìååò âèä õ = à; �1 ≤ õ ≤ 3.
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2. Åñëè à = �1, òî íåðàâåíñòâî ïðèíèìàåò âèä (õ � 3)(õ + 1)3 ≤ 0;
åãî ðåøåíèåì ñëóæèò îòðåçîê [�1; 3].

3. Åñëè �1 < a < 3, òî ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà ÿâëÿåòñÿ îòðåçîê
[�1; 3].

4. Åñëè à = 3, òî íåðàâåíñòâî ïðèíèìàåò âèä (õ � 3)3(õ + 1)≤0,
åãî ðåøåíèåì ñëóæèò îòðåçîê [�1; 3].

5. Åñëè a > 3, òî ðåøåíèå íåðàâåíñòâà èìååò âèä õ = à; �1 ≤ õ ≤ 3.

Îòâåò: ðåøåíèå íåðàâåíñòâà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñïëîøíîé ïðî-
ìåæóòîê ïðè �1 ≤ à ≤ 3.

Ïðèìå÷àíèå. Â çàäà÷àõ ñ ïàðàìåòðàìè îñîáîå âíèìàíèå ñëåäóåò óäå-
ëÿòü âíèìàòåëüíîìó ïðî÷òåíèþ óñëîâèÿ çàäà÷è, ïîñêîëüêó äàæå íå-
çíà÷èòåëüíîå îòêëîíåíèå îò ñòàíäàðòíîãî ñþæåòà ìîæåò ïðèâîäèòü
ê ãðóáûì îøèáêàì â ðåøåíèè çàäà÷è.

Óïðàæíåíèÿ
Ðåøèòü óðàâíåíèÿ äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà.
1. ax2 + 2x(a + 2) + 2a + 1 = 0.
2. 2x2(m + 1) + 2x(m � 2) + m � 2 = 0.
3. (a2 + a � 2)x2 = 2(a + 1)x � 1.

4. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ à óðàâíåíèå ax2 + 12 −a ⋅ õ � à = 0
èìååò îäèí êîðåíü?

5. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ò, ïðè êîòîðûõ êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí

( ) ( ) 9121 2 −++− xmxm èìååò îäèí êîðåíü.

6. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ à óðàâíåíèå õ2 � 2 3 (à � 3)õ + à
2 � 3à + 2 = 0

èìååò ðåøåíèå?

7. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ñ óðàâíåíèå ñõ2 � 2 c21−  ⋅ õ � ñ = 0
êîðíåé íå èìååò?
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8. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà à íåðàâåíñòâî (õ � à)(õ � 2) ≤ 0
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå?

Îòâåòû:

1. Ïðè à ( ) ( )∞+−−∞∈     ;; 41 U  êîðíåé íåò; ïðè à = 0  õ = �0,25;

ïðè à [ ) ( ]1;  0 0;  4∈ − U   õ = 
( )

a

aaa 432 2 ++−±+−
.

2. Ïðè ò = �1  õ = �0,5;  ïðè ò [ ]4;  2∈ −  õ  =
( )( )
( )12

422

+
+−±−

m

mmm
;

ïðè ò ( ) ( )∞+−−∞∈     ;; 24 U  êîðíåé íåò.

3. Ïðè à = 1   õ = 0,25; ïðè à ( )3−−∞∈   ;  êîðíåé íåò; ïðè

à [ ) ( )3;  1 1;∈ − + ∞U    õ1, 2 = 2

31
2 −+

+±+
aa

aa
.

4. Íè ïðè êàêèõ.

5. Ïðè ò = 1 è ò =
2

15311±−
.

6. Ïðè à ( ] [ )∞+−∞∈     ;,; 552 U .

7. Ïðè ñ > 0,5.
8. à = 2.

    Примечание 2. Утверждение, что при а = – 4/5 уравнение имеет 
единственный корень х = – 1/3, является ошибкой. В уравнении 
Pn(х)  =  0,  где Pn(х)  –  многочлен  с  фиксированными 
коэффициентами,  всегда имеются пары  сопряженных  
комплексных  корней.  Поэтому  четность степени  многочлена 
совпадает с четностью числа действительных корней уравнения 
Pn(х)  =  0.  Следовательно  уравнение второй  степени  не может  
иметь одного корня (только два равных)! 
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IV. ÊÂÀÄÐÀÒÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß È ÒÅÎÐÅÌÀ ÂÈÅÒÀ

Íàïîìíèì òåîðåìó Âèåòà äëÿ êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ.
Òåîðåìà. Åñëè êâàäðàòíîå óðàâíåíèå ax2 + bx + c = 0 (à ≠ 0) ñ

äèñêðèìèíàíòîì D ≥  0 èìååò êîðíè õ1 è õ2, òî õ1 + õ2 = a

b−

è õ1�õ2= 
a

c
(â ñëó÷àå D = 0 ñ÷èòàåì õ1 = õ2).

Åñëè 
a

c
< 0, òî D > 0, è óðàâíåíèå èìååò äâà êîðíÿ, ïðè÷åì ýòè

êîðíè èìåþò ðàçíûå çíàêè:
ïðè õ1 + õ2 > 0 ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü áîëüøå ìîäóëÿ îòðèöà-

òåëüíîãî;
ïðè õ1 + õ2 < 0 ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü ìåíüøå ìîäóëÿ îòðèöà-

òåëüíîãî.

Åñëè õ1 + õ2 = a

b−  > 0 è õ1�õ2 = 
a

c
 > 0, òî îáà êîðíÿ ïîëîæèòåëüíûå.

Åñëè õ1 + õ2 = 
a

b−  < 0 è õ1�õ2 = a

c
> 0, òî îáà êîðíÿ îòðèöàòåëüíûå.

Ïîêàæåì, êàê èñïîëüçóþòñÿ óêàçàííûå ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷åí-
íûå èç òåîðåìû Âèåòà, â çàäà÷àõ ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà çíàêè êîðíåé
êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ è ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó êîðíÿìè.

Ïðèìåð 1. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ m êîðíè óðàâíåíèÿ
x2 + mx �m2 + 4 = 0 èìåþò ðàçíûå çíàêè?

Ðåøåíèå. Äîñòàòî÷íî ðåøèòü íåðàâåíñòâî 4 � m2 < 0, îòêóäà

m ( ) ( )∞+−−∞∈     ;; 22 U .

Îòâåò: ( ) ( )∞+−−∞     ;; 22 U .

Ïðèìåð 2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà à îáà êîðíÿ óðàâíå-
íèÿ àõ2 + (à + 1)õ + à = 0 ïîëîæèòåëüíû?

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó â óñëîâèè çàäà÷è ðå÷ü èäåò î äâóõ êîðíÿõ
óðàâíåíèÿ, à ≠ 0 è D > 0. Äèñêðèìèíàíò D = (a + 1)2 � 4a2 =
= �3a2 + 2a + 1, ïîëó÷àåì ñèñòåìó íåðàâåíñòâ

2 23 2 1 0, 3 2 1 0,

0 0.

a a a a

a a

 − + + ≤ − − ≥
⇔ ≠ ≠ 
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Èòàê, óðàâíåíèå èìååò äâà êîðíÿ ïðè à ( ]1
;  0 0;  1

3
 ∈ −  

U .

Ïîñêîëüêó õ1�õ2 = 1> 0, íåîáõîäèìî ðåøèòü íåðàâåíñòâî

.; 0
1

0
1 <+>+−

a

a

a

a

Íàõîäèì îáùåå ðåøåíèå:

Îòâåò: 
1

;  0
3

 − 
.

Ïðèìåð 3.  Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ m îáà êîðíÿ óðàâíåíèÿ
(m2 � 4)x2 + (2m � 1)x + 1 = 0 îòðèöàòåëüíûå?

Ðåøåíèå. Çàìå÷àåì, ÷òî ïðè m = ±2 óðàâíåíèå îáðàùàåòñÿ â ëè-
íåéíîå è èìåòü äâóõ êîðíåé íå ìîæåò. D = 4m2 � 4m + 1 � 4m2 + 16 =
= �4m + 17. Óðàâíåíèå èìååò äâà êîðíÿ ïðè �4m + 17 ≥ 0, ò. å. ïðè
m ≤ 4,25 è m ≠ ±2.

Òàê êàê õ1 + õ2 = �
4

12
2 −

−
m

m
 è õ1�õ2 = 

4

1
2 −m

, à õ1 < 0, õ2 < 0, òî

( )( ) 



>
>





>+−
>







>−

<−










>
−

<
−
−−

,

,,

;

,,

;

,

;

,

2

50

022

50

04

021

0
4

1

0
4

12

2

2

2

m

m

mm

m

m

m

m

m

m

  

 îòêóäà m > 2.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî m ≤ 4,25, m ≠ ±2, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî

m ∈( ]2;  4,25 .

Îòâåò: ( ]2;  4,25 .
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Ïðèìåð 4. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ à êîðíè óðàâíåíèÿ 3õ2 + àõ + 2 =
 0

ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíûìè, à ñóììà êóáîâ ýòèõ êîðíåé ðàâíà èõ
óäâîåííîé ñóììå?

Ðåøåíèå. Ïðåæäå âñåãî íàéäåì òå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà, ïðè
êîòîðûõ óðàâíåíèå èìååò äåéñòâèòåëüíûå êîðíè, äëÿ ÷åãî ðå-
øèì íåðàâåíñòâî D ≥ 0; a2 � 24 ≥ 0 (â ñëó÷àå ðàâåíñòâà äèñêðèìè-
íàíòà íóëþ áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óðàâíåíèå èìååò äâà ðàâíûõ êîð-

íÿ). Ðåøåíèå íåðàâåíñòâà äàåò a ( );[]; ∞+−∞−∈     6262 U .

Ñîãëàñíî óñëîâèþ çàäà÷è èìååì ðàâåíñòâî ( )21
3
2

3
1 2 xxxx +=+ ;

( )( ) 022
221

2
121 =−+−+ xxxxxx ,   îòêóäà õ1 + õ2 = 0,   èëè

(õ1 + õ2)
2 � 3õ1õ2 � 2 = 0. Íî ïî òåîðåìå Âèåòà õ1 + õ2 = 

3
a− ,

à  õ1õ2 = 3
2

, ïîýòîìó 
3
a− = 0, èëè 04

9

2

=−a
. Ðåøàÿ ýòè óðàâíåíèÿ,

íàõîäèì, ÷òî à = 0 èëè à = ±6.  0 ( );[]; ∞+−∞−∉     6262 U .
Îòâåò: à = ±6.

Ïðèìåð 5. Íàéòè ïîëîæèòåëüíûé êîýôôèöèåíò b óðàâíåíèÿ
x2 + bx � 1 = 0, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè êàæäîãî èç
êîðíåé èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ íà åäèíèöó îíè ñòàíîâÿòñÿ êîðíÿ-
ìè óðàâíåíèÿ x2 � b2x � b = 0.

Ðåøåíèå. Äëÿ òîãî, ÷òîáû îáà óðàâíåíèÿ èìåëè êîðíè, íåîá-
õîäèìî, ÷òîáû äèñêðèìèíàíòû îáîèõ óðàâíåíèé áûëè íåîòðè-

öàòåëüíûìè: 
2

4

4 0,

4 0,

b

b b

 + ≥


+ ≥
 îòêóäà b ( [ )3;  4 0;  ∈ −∞ − + ∞U .

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Âèåòà äëÿ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåì





−=
−=+

121

21

xx

bxx ,
(*). Ïîñëå óâåëè÷åíèÿ êàæäîãî èç êîðíåé ïåðâîãî óðàâ-

íåíèÿ íà åäèíèöó îíè ñòàíîâÿòñÿ êîðíÿìè âòîðîãî óðàâíåíèÿ, ïî-

ýòîìó ( )( )





−=++
=++

.

,

bxx

bxx

11

2

21

2
21
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Äàëåå ñ ó÷åòîì (*) ïîëó÷àåì 






−=+++
=−+

.

,

bxxxx

bb

1

02

2121

2

Ïåðâîå óðàâíåíèå ïîëó÷åííîé ñèñòåìû äàåò b = 1 èëè b = �2,
à âòîðîå îáðàùàåòñÿ â âåðíîå ðàâåíñòâî ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ b
(�1 � b = �b � 1).

Îòâåò: b = 1 èëè b = �2.

Ïðèìåð 6. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à, ïðè êîòîðûõ
îäèí èç êîðíåé óðàâíåíèÿ õ2 � (3à + 2)õ + 3à2 = 0 â òðè ðàçà
áîëüøå äðóãîãî.

Ðåøåíèå. Ïóñòü õ1 è õ2 � êîðíè äàííîãî óðàâíåíèÿ, à D � åãî
äèñêðèìèíàíò. Ñîãëàñíî óñëîâèþ çàäà÷è èìååì ñèñòåìó óðàâíå-

íèé 
















<−−

=




 +

+=

⇔













>++−

=
=

+=

⇔











>
=

=

+=+

.

,

,

,

,

,

,

,

,

04123

4
23

4
23

04123

3

33

234

0

3

3

23

2

2
2

2

2

21

22
2

2

21

2
21

21

aa

a
a

a
x

aa

xx

ax

ax

D

xx

axx

axx

Ðåøèì âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû: 9à2  + 12à + 4 = 16à2,

7à2 � 12à � 4  = 0. D1 = 36 + 28 = 64, à1 = 2, à2 = 
7
2− . Îáà

ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèÿ óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó ñèñòåìû.

Îòâåò: 2; 
7
2− .

Óïðàæíåíèÿ
1. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à, ïðè êîòîðûõ êîðíè óðàâ-

íåíèÿ (à � 2)õ2 � 2àõ + à + 3 = 0 ïîëîæèòåëüíû.
2. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à, ïðè êîòîðûõ óðàâíå-

íèå 2õ2 �(à + 1)õ + (à � 1) = 0 èìååò äâà êîðíÿ, ðàçíîñòü
êîòîðûõ ðàâíà èõ ïðîèçâåäåíèþ.

3. Ðàçíîñòü êîðíåé êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ õ2 + (à � 2)õ � 2à = 0
ðàâíà 5. Íàéòè à.
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4. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à, ïðè êîòîðûõ îáà êîðíÿ

óðàâíåíèÿ õ2 � 2 3 (à � 3)õ + à2 � 3à + 2 = 0 ïîëîæèòåëüíû.
5. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à, ïðè êîòîðûõ êîðíè óðàâíå-

íèÿ õ2 � 4à + 1 = 0 óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì õ1
≥ à; õ2 ≥ 0; x1 > x2.

6. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ m îáà êîðíÿ óðàâíåíèÿ
(m � 3)x2 + 2(m + 1)x � 2m = 0 ïîëîæèòåëüíû?

7. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ b, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå
2(3 � b)x2 + 4(1 � b)x + ¦2b � 5¦ = ¦2b+7¦ èìååò äâà ðàçëè÷íûõ
êîðíÿ, à ñóììà ýòèõ êîðíåé îòðèöàòåëüíà.

Îòâåòû:

1. ( ) [ ]623     ;; U−−∞ .

2. 2.
Óêàçàíèå. õ1 � õ2 = õ1õ2;  (õ1 � õ2)

2 = õ1
2õ2

2;  (õ1 + õ2)
2 � 4õ1õ2 = õ1

2õ2
2.

3. 3; �7.
Óêàçàíèå. õ1 � õ2 = 5; (õ1 + õ2)

2 � 4õ1õ2 = 25, èëè íåïîñðåäñòâåííî
íàéòè êîðíè õ = 2; õ = �à.

4. [5; + ∞ ).

5. [ )∞+  ;,50 .

6. (1; 3).

7. ( ) ( ) ( )∞+−−−∞−       ;;; 311212 UU .
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V. ÐÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ× Ñ ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅÌ
ÑÂÎÉÑÒÂ ÊÂÀÄÐÀÒÍÎÃÎ ÒÐÅÕ×ËÅÍÀ

Âûðàæåíèå âèäà ax2 + bx + c, ãäå à ≠ 0, íàçûâàåòñÿ êâàäðàòíûì
òðåõ÷ëåíîì. Îí èìååò äâà êîðíÿ ïðè D > 0, îäèí êîðåíü (äâà
ðàâíûõ) ïðè D = 0 è íå èìååò êîðíåé ïðè D < 0.

Ïðèìåð 1. ×òî ìîæíî ñêàçàòü î çíàêàõ ïàðàìåòðîâ a, b, c, åñëè
ãðàôèê ôóíêöèè y = ax2 + bx + c èìååò âèä, èçîáðàæåííûé íà
ðèñóíêå 1?

Ðèñ. 1

Ðåøåíèå. 1. Âåòâè ïàðàáîëû íàïðàâëåíû âíèç, ïîýòîìó a < 0.
2. Òàê êàê ïàðàáîëà ïåðåñåêàåò îñü y â òî÷êå (0; ñ), òî ñ > 0.
3. Ïîñêîëüêó âåðøèíà ïàðàáîëû ðàñïîëîæåíà â ëåâîé ïîëó-

ïëîñêîñòè, åå àáñöèññà õ0 îòðèöàòåëüíà. Íî õ0 a

b

2
−= è, çíà÷èò,

0
2

<−
a

b
; 0

2
>

a

b
; b < 0 (íå çàáóäüòå, ÷òî 2à < 0).

Îòâåò: a < 0, b < 0, c > 0.

Ïðèìåð 2. 1. ×òî ìîæíî ñêàçàòü î çíàêàõ ïàðàìåòðîâ a, b, c,
åñëè èçâåñòíî, ÷òî ãðàôèê ôóíêöèè y = ax2 + bx + c ïðîõîäèò
÷åðåç òî÷êè (�4; 0), (1; 0), (�3; �2)?

2. Íàéòè çíà÷åíèÿ a, b, c.
Ðåøåíèå. 1. Îòìåòèì çàäàííûå òðè òî÷êè è ñäåëàåì ýñêèç ãðàôè-

êà (ðèñ. 2).

Ðèñ. 2
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Äàëåå ìîæíî ðàññóæäàòü, êàê ïðè ðåøåíèè ïðèìåðà 1.

2. Ñîãëàñíî óñëîâèþ 








+−=−
++=

+−=

.

,

,

cba

cba

cba

292

0

4160

Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó, íàõîäèì à = 2, b = 6, c = �8.

Îòâåò: 1. a > 0, b > 0, c < 0;
2. à = 2, b = 6, c = �8.

Ïðèìåð 3 .  Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ à êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí
3(à � 1)õ2 + 3(à + 2)õ � 1 èìååò äâà êîðíÿ?

Ðåøåíèå. Íåîáõîäèìî îòâåòèòü íà âîïðîñ: «Êîãäà óðàâíåíèå
3(à � 1)õ2 + 3(à + 2)õ � 1 = 0 èìååò äâà êîðíÿ?»

Îòìåòèì, ÷òî ïðè à = 1 óðàâíåíèå îáðàùàåòñÿ â ëèíåéíîå è íå
ìîæåò èìåòü äâóõ êîðíåé. Ïðè ðàâåíñòâå äèñêðèìèíàíòà íóëþ êâàä-
ðàòíîå óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü. Èòàê, âûÿñíèì, ïðè
êàêèõ çíà÷åíèÿõ à äèñêðèìèíàíò êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ D > 0:

9(à + 2)
2 + 12(à � 1) > 0; 3(a2 + 4a + 4) + 4a � 4 > 0; 3a

2 + 16a + 8 >
 0.

Äàëåå, ðåøàÿ êâàäðàòíîå íåðàâåíñòâî, ïîëó÷àåì D1 = 64 � 24 = 40.

a1, 2 = 
3

1028 ±−
.

Èñïîëüçóÿ ìåòîä èíòåðâàëîâ ñ ó÷åòîì ðàíåå ïîëó÷åííîãî îãðà-

íè÷åíèÿ, èìååì à ( )∞+








 +−









 −−∞−∈       ;;; 11
3

1028
3

1028
UU .

Îòâåò: ïðè âñåõ à ( )∞+








 +−









 −−∞−∈       ;;; 11
3

1028
3

1028
UU .

Ïðèìåð 4.  Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà à êîðíè òðåõ÷ëåíà
(à � 2)õ2 � 2àõ + à + 3 ïîëîæèòåëüíû?

Ðåøåíèå.
I  ñ ï î ñ î á. Âûäåëèì êîíòðîëüíîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà à = 2.

Òîãäà òðåõ÷ëåí ïðèìåò âèä �4õ + 5 � ýòî äâó÷ëåí. Çíà÷èò, à = 2
ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îòâåòîâ íà âîïðîñ çàäà÷è.
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Ïóñòü à ≠ 2, òîãäà D1 = 6 � a. Ïðè a > 6 äèñêðèìèíàíò îòðèöà-
òåëåí, è óðàâíåíèå êîðíåé íå èìååò; ýòîò ñëó÷àé íàñ íå èíòåðå-
ñóåò. Ïðè à = 6 äèñêðèìèíàíò îáðàùàåòñÿ â íóëü, è óðàâíåíèå

èìååò äâà ðàâíûõ êîðíÿ õ1 = õ2 = 0
2
3 > , è, çíà÷èò, à = 6 ÿâëÿåòñÿ

îäíèì èç îòâåòîâ íà âîïðîñ çàäà÷è. Îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ñëó÷àé

a < 6 (ïðè÷åì à ≠ 2). õ1, 2 = 
2

6
−

−±
a

aa
. Íåîáõîäèìî âûÿñíèòü, ïðè

êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà à êàê õ1 > 0, òàê è õ2 > 0.

Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ðåøèòü ñèñòåìó íåðàâåíñòâ 










>
−

−−

>
−

−+

.

,

0
2

6

0
2

6

a

aa

a

aa

Ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû äàåò îòâåò: ( ) ( ]; 3 2;  6−∞ − U  .
Çàìåòèì, ÷òî êàæäîå íåðàâåíñòâî ñèñòåìû ðåøàåì ìåòîäîì

èíòåðâàëîâ.

1) f(a)= 
2

6
−

−+
a

aa
;  D(f): a ≠ 2.

Íóëè f(a): ;06 =++ aa  à2 + à � 6 = 0; à = �3.

2) g(a) = 
2

6
−

−−
a

aa
;  D(g): a ≠ 2. Íóëè g: a = a−6 ; a = 2. Îáùåå

ðåøíèå ìîæåò áûòü ïîêàçàíî íà îñè.

Îòâåò: ( ) ( ]; 3 2;  6−∞ − U  .

II ñ ï î ñ î á. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Âèåòà, ïîëó÷èì 










>
−
+

>
−

.

,

0
2
3

0
2

2

a

a
a

a

 Ðåøàÿ
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ñèñòåìó íåðàâåíñòâ, ïîëó÷èì ( ) ( )∞+−−∞∈     ;; 23 Ua . Ñ ó÷åòîì

óñëîâèÿ à ≤ 6  ïîëó÷àåì ( ) ( ]; 3 2;  6a∈ −∞ − U  .

Îòâåò: ( ) ( ]; 3 2;  6−∞ − U  .

III  ñ ï î ñ î á. Ñíîâà çàôèêñèðóåì à = 2, êîòîðîå íå äàåò îòâåòà
íà âîïðîñ çàäà÷è.

Ïóñòü à ≠ 2. Òîãäà ïåðåïèøåì óðàâíåíèå â âèäå 0
2
3

2
22 =

−
++

−
−

a

a
x

a

a
x

è ðàññìîòðèì êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí f(x)= 
2
3

2
22

−
++

−
−

a

a
x

a

a
x . Åãî

ãðàôèêîì ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëà, âåòâè êîòîðîé íàïðàâëåíû ââåðõ. Òàê
êàê äîëæíî áûòü õ1 > 0 è õ2 > 0, òî ïàðàáîëà ïåðåñåêàåò îñü õ â äâóõ
òî÷êàõ ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè (èëè êàñàåòñÿ ýòîé îñè â ïðàâîé
ïîëóïëîñêîñòè). Íà ðèñóíêå 3 ïðåäñòàâëåí ñõåìàòè÷åñêèé ÷åðòåæ
ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è.

Ðèñ. 3

Òåïåðü ðàññìàòðèâàåìóþ ìîäåëü îïèøåì àíàëèòè÷åñêè àäåê-
âàòíîé åé ñèñòåìîé óñëîâèé.

1. Òàê êàê èìåþòñÿ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ (èëè òî÷êà êàñàíèÿ)
ïàðàáîëû ñ îñüþ õ, òî D ≥ 0, ò. å. 6 � à ≥ 0.

2. Çàìå÷àåì, ÷òî f(0) > 0, ò. å. 0
2
3 >

−
+

a

a
.

3. Çàìå÷àåì, ÷òî âåðøèíà ïàðàáîëû ðàñïîëîæåíà â ïðàâîé
ïîëóïëîñêîñòè, ò. å. àáñöèññà õ0 ïîëîæèòåëüíà. Äëÿ ïàðàáîëû
y = ax2 + bx + c àáñöèññà âåðøèíû õ0 íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

õ0 a

b

2
−= ; çíà÷èò, â äàííîì ñëó÷àå õ0 2−

=
a

a
. Èòàê, 0

2
>

−a

a
.
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Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê ñèñòåìå íåðàâåíñòâ: 















>
−

>
−
+

≥−

,

,

,

0
2

0
2
3

06

a

a
a

a

a

êîòîðàÿ áûëà ðåøåíà (ïðè II ñïîñîáå ðåøåíèÿ).

Çàìå÷àíèå. Èç ïðèâåäåííûõ òðåõ ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ ïîñëå-
äíèé ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî ñàìûì èçÿùíûì. Áåçóñëîâíî, îí ïðî-
ùå, ÷åì I ñïîñîá, ãäå ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü ñèñòåìó íåðàâåíñòâ.
Áåçóñëîâíî, îí ìåòîäè÷åñêè âàæíåå, ïîñêîëüêó çäåñü åñòåñòâåí-
íû âçàèìîñâÿçè ìåæäó âñåìè òèïàìè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé
(âåðáàëüíàÿ ìîäåëü � ñëîâåñíîå îïèñàíèå çàäà÷è, ãðàôè÷åñêàÿ
ìîäåëü � ãðàôèê êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà, àíàëèòè÷åñêàÿ ìîäåëü �
îïèñàíèå çàäà÷è ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ), ëîãè÷åí è îïðàâäàí ïëàâ-
íûé ïåðåõîä îò îäíîé ìîäåëè ê äðóãîé. Ðàçâèâàÿ ýòó èäåþ, ìîæ-
íî ïðåäëîæèòü ó÷àùèìñÿ öåëûé ðÿä çàäà÷ íà ïðèíàäëåæíîñòü
êîðíåé êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà çàäàííîìó ïðîìåæóòêó.

Îñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíåå íà ðàñïîëîæåíèè êîðíåé êâàäðàòíî-
ãî òðåõ÷ëåíà, äëÿ ÷åãî ñôîðìóëèðóåì íåñêîëüêî óòâåðæäåíèé è
ïîÿñíèì èõ íà êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ.

Óòâåðæäåíèå 1.  Äëÿ òîãî ÷òîáû êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí
f(x) = ax2 + bx + c èìåë äâà êîðíÿ, îäèí èç êîòîðûõ ìåíüøå α,
à äðóãîé áîëüøå α, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿ-
ëîñü íåðàâåíñòâî a � f(α) < 0.

Ðèñ. 4

a > 0,  f(α) < 0
 ⇒ a � f(α) < 0. a < 0,  f(α) > 0

 ⇒ a � f(α) < 0.
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Ïðèìåð 5. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à, ïðè êîòîðûõ
îäèí êîðåíü óðàâíåíèÿ õ2 � (3à + 2)õ + 2à � 1 = 0 áîëüøå 1, à
äðóãîé ìåíüøå 1.

Ðåøåíèå. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1 ðåøàåì íåðàâåíñòâî f(1) < 0:
1 � (3à + 2) + 2à � 1 < 0, �a < 2, a > �2.

Îòâåò: (�2; +∞).

Óòâåðæäåíèå 2. Äëÿ òîãî ÷òîáû îáà êîðíÿ êâàäðàòíîãî òðåõ-
÷ëåíà f(x) = ax2 + bx + c áûëè áîëüøå α, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷-

íî âûïîëíåíèå óñëîâèé 







α>
>α⋅

≥

.

,)(

,

0

0

0

x

fa

D

Èç ðèñóíêà 5 âèäíî, ÷òî ïðè a > 0, f(α) > 0 ⇒ a�f(α) > 0, î÷åâèä-
íî, ÷òî ïðè D = 0 âåðøèíà ïàðàáîëû íàõîäèòñÿ â òî÷êå (õ0; 0).

Àíàëîãè÷íî ïðè a < 0, f(α) < 0 ⇒ a�f(α) > 0.

Ðèñ. 5

Ïðèìåð 6.  Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à, ïðè êîòîðûõ îáà
êîðíÿ óðàâíåíèÿ õ2 � 6àõ + 2 � 2à + 9à2 = 0 áîëüøå 3.

Ðåøåíèå. Óñëîâèå çàäà÷è âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïà-
ðàìåòðà, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå íåðàâåíñòâ:

( )






>




 −−

>
⇒







>+−

>
⇒










>
>+−+−

≥−+−

,

,
,

,

,

0
9
11

19

1

011209

1

33

0922189

09229

2
2

22

aa

a

aa

a

a

aaa

aaa

Îòâåò: 




 ∞+  ;

9
11

.

îòêóäà à 
9
11> .
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Óòâåðæäåíèå 3. Äëÿ òîãî ÷òîáû îáà êîðíÿ êâàäðàòíîãî òðåõ-
÷ëåíà f(x) = ax2 + bx + c áûëè ìåíüøå α, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷-

íî âûïîëíåíèå óñëîâèé ,

.

)(

,








α<
>α⋅

≥

0

0

0

x

fa

D

Íàãëÿäíîé èëëþñòðàöèåé âûïîëíåíèÿ ýòèõ óñëîâèé ñëóæèò
ðèñóíîê 6.

Ðèñ. 6

Ïðè a > 0,  f(α) > 0 ⇒  a�f(α) > 0,  õ0 < α, D ≥ 0;  ïðè a < 0,
f(α) < 0 ⇒  a � f(α) > 0, õ0 < α.  D ≥ 0.

Ïðèì å ð  7 .  Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ m êîðíè óðàâíåíèÿ
(m + 1)x2 + 2x � 3m � 1 = 0 ìåíüøå 1?

Ðåøåíèå. Èìååì ñèñòåìó íåðàâåíñòâ

( )( )
( ) ( )( )













>
+
+

>−+
≥++

⇒













<
+

−

>⋅+
≥+++

.

,

,

,)(

,

0
1
2

0221

0243

1
1

1

011

01311 2

m

m

mm

mm

m

fm

mm

Ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà, ïîëó÷àåì, ÷òî
m ∈ (�1; 1). Çàìåòèì, ÷òî â çàäà÷å íå îãîâàðèâàåòñÿ ÷èñëî êîðíåé
óðàâíåíèÿ, ïîýòîìó, ðàññìàòðèâàÿ ñëó÷àé, êîãäà m + 1 = 0, m = �1,
ïîëó÷àåì õ = �1 < 1.

Îòâåò: [�1; 1).
Ðàññìîòðèì åùå îäèí èç âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ ðåøåíèÿ çàäà÷

ïîäîáíîãî òèïà.
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Ïðèìåð 8.  Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà à êîðíè óðàâíåíèÿ
(à � 2)õ2 � 2àõ + à + 3 = 0 ìåíüøå, ÷åì 3?

Ðåøåíèå. Ïðè à = 2 ïîëó÷àåì �4õ + 5 = 0, îòêóäà õ = 3
4
5 < .

Çíà÷èò, à = 2 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ çàäà÷è.

Ïóñòü à ≠ 2. Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå ê âèäó 0
2
3

2
22 =

−
++

−
−

a

a
x

a

a
x

è ðàññìîòðèì ãðàôèê ôóíêöèè 
2
3

2
22

−
++

−
−=

a

a
x

a

a
xxf )( . Ãðàôè÷åñêè

óñëîâèå çàäà÷è ïîêàæåì íà ðèñóíêå 7.

Ðèñ. 7

Äàäèì àíàëèòè÷åñêîå îïèñàíèå ýòîé ìîäåëè:

1) D ≥ 0 (èëè 0
4

≥D
, ýòî íå ïðèíöèïèàëüíî);

2) f(3) > 0;
3) x0 < 3.
Ðàñøèôðóåì ýòè óñëîâèÿ:

1) a
D −= 6
4

, çíà÷èò, 6 � à ≥ 0;

2) f(3) = 9 � 
2
154

2
3

3
2

2
−
−=

−
++⋅

− a

a

a

a

a

a
    ;

3) x0 = 
2−a

a
.



42

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñèñòåìó íåðàâåíñòâ 















<
−

>
−
−

≥−

.

,

,

3
2

0
2
154

06

a

a
a

a

a

Ðåøèâ åå, ïîëó÷àåì a < 2; 
4
15

 < a ≤ 6.

Îòâåò: ( ) 



∞− 6

4
15

2     ;; U .

Óòâåðæäåíèå 4.  Äëÿ òîãî ÷òîáû îáà êîðíÿ òðåõ÷ëåíà
f(x) = ax2 + bx + c  õ1 è õ2 ïðèíàäëåæàëè ïðîìåæóòêó (α; β)
( )β<≤<α 21 xx , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå óñëîâèé:











β<<α
>β⋅
>α⋅

≥

.

,)(

,)(

,

0

0

0

0

x

fa

fa

D

Ïðîèëëþñòðèðóåì äàííîå óòâåðæäåíèå íà ðèñóíêå 8.

Ðèñ. 8

a > 0, f(α) > 0 ⇒ a�f(α) > 0 a <
 0, f(α) < 0 ⇒ a�f(α) > 0

a > 0, f(β) > 0 ⇒ a�f(β) > 0 a <
 0, f(β) < 0 ⇒ a�f(β) > 0
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ßñíî, ÷òî ïðè D = 0 âåðøèíà ïàðàáîëû ðàñïîëîæåíà â òî÷êå
ñ êîîðäèíàòàìè (õ0; 0).

Ïðèìåð 9. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà à âñå êîðíè óðàâíå-
íèÿ (à � 1)õ2 + àõ + à � 4 = 0 ðàñïîëîæåíû â ïðîìåæóòêå (�2; 2)?

Ðåøåíèå. Ñîñòàâèì ñèñòåìó íåðàâåíñòâ, ñ÷èòàÿ à ≠ 1:

( )( )
( ) ( )

( ) ( )( )

( )

( )( )
( )( )

( )


















>
−
−

>
−
−

>−−
>−−

≥−+−














<
−

<−

>−++−−
>−−+−−

≥−−−

.

,

,

,

,

;

,

,)(

,

0
12
45

0
1
43

0871

0831

016203

2
12

2

042141

014214

0414

2

2

a

a
a

a

aa

aa

aa

a

a

aaaa

aaaa

aaa

Ðåøèì ïåðâîå íåðàâåíñòâî ñèñòåìû:

3à2 � 20à + 16 ≤ 0. D = 100 � 48 = 52. a1, 2 = 
3

13210 ±
.

a 










 +−∈
3

13210
3

13210
  ; .

Ðåøèì âòîðîå íåðàâåíñòâî ñèñòåìû: à ( ) 




 ∞+∞−∈     ;;

3
2

21 U .

Ðåøèì òðåòüå íåðàâåíñòâî ñèñòåìû: à ( ) 




 ∞+∞−∈     ;;

7
1

11 U .

Ðåøèì ÷åòâåðòîå íåðàâåíñòâî ñèñòåìû: à ( ) 




 ∞+∞−∈     ;;

3
1

11 U .

Ðåøèì ïÿòîå íåðàâåíñòâî ñèñòåìû: à ( )∞+




 ∞−∈     ;; 1

5
4

U .

Îáùåå ðåøåíèå ïÿòè íåðàâåíñòâ: à 









 +∈
3

13210
3
2

2   ; .
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Ïîñêîëüêó â óñëîâèè çàäà÷è íè÷åãî íå ãîâîðèòñÿ î ÷èñëå êîð-
íåé óðàâíåíèÿ, ðàññìîòðèì ñëó÷àé, ïðè êîòîðîì êîýôôèöèåíò
ïåðåä õ2 îáðàùàåòñÿ â íóëü, òîãäà óðàâíåíèå ñòàíîâèòñÿ ëèíåé-
íûì. Ïðè à = 1 õ = 3, îäíàêî ýòî çíà÷åíèå íå âõîäèò â ïðîìåæó-
òîê, çàäàííûé óñëîâèåì çàäà÷è.

Îòâåò: 









 +
3

13210
3
2

2   ; .

Óòâåðæäåíèå 5. Äëÿ òîãî ÷òîáû ìåíüøèé êîðåíü õ1 òðåõ÷ëåíà
f(x) = ax2 + bx + c ïðèíàäëåæàë ïðîìåæóòêó (α; β), à áîëüøèé
êîðåíü õ2 ýòîìó ïðîìåæóòêó íå ïðèíàäëåæàë, íåîáõîäèìî è äîñòà-

òî÷íî âûïîëíåíèå óñëîâèé 
( )
( )




<β⋅
>α⋅
0

0

fa

fa
.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî óòâåðæäåíèå íà ðèñóíêå 9.

Ðèñ. 9

a > 0, f(α) > 0 ⇒ a�f(α) >
 0 a < 0, f(α) < 0 ⇒ a�f(α) >

 0
a > 0, f(β) < 0 ⇒ a�f(β) < 0 a < 0, f(β) > 0 ⇒ a�f(β) < 0

Óòâåðæäåíèå 6. Äëÿ òîãî ÷òîáû áîëüøèé êîðåíü òðåõ÷ëåíà
f(x) = ax2 + bx + c ïðèíàäëåæàë ïðîìåæóòêó (α; β), à ìåíüøèé �

íåò, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå óñëîâèé 
( )
( )




>β⋅
<α⋅

.

,

0

0

fa

fa

Â ñïðàâåäëèâîñòè ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ìîæíî ëåãêî óáåäèòüñÿ, èñ-
ïîëüçóÿ ãðàôè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ.
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Çàìå÷àíèå 1. Åñëè òðåáóåòñÿ óçíàòü òå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà, ïðè
êîòîðûõ îäèí èç êîðíåé óðàâíåíèÿ ax2 + bx + c = 0 (íå èìååò
çíà÷åíèÿ êàêîé) ïðèíàäëåæèò ïðîìåæóòêó (α; β), à äðóãîé � íåò,
òî äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâ f(α)�f(β) < 0.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàññìîòðèòå ñëó÷àè a < 0 è a > 0.

Çàìå÷àíèå 2. Ìû ñîçíàòåëüíî íå ðàññìàòðèâàåì óñëîâèå D > 0,
ïîñêîëüêó, åñëè ñóùåñòâóåò õ, ïðè êîòîðîì êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ
ïðèíèìàåò îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ (ïðè a > 0) è âåòâè ïàðàáîëû
íàïðàâëåíû ââåðõ, òî îáÿçàòåëüíî íàéäóòñÿ íà îñè àáñöèññ äâå ðàç-
ëè÷íûå òî÷êè, â êîòîðûõ ïàðàáîëà ïåðåñåêàåò ýòó îñü. Àíàëîãè÷íû
ðàññóæäåíèÿ è äëÿ a < 0.

Ïðèìåð 10. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à, ïðè êîòîðûõ áîëü-
øèé êîðåíü óðàâíåíèÿ 4õ2 + 2(à � 1)õ � à2 + à = 0 ïðèíàäëåæèò
ïðîìåæóòêó (�1; 1).

Ðåøåíèå. Ïóñòü f(x) = 4õ2 + 2(à � 1)õ � à2 + à, òîãäà, ñîãëàñíî
óòâåðæäåíèþ 6, ïîëó÷àåì ñèñòåìó íåðàâåíñòâ







<−−

>−+







>+−−+

<+−−−

.

,

;)(

,)(

023

06

0124

0124
2

2

2

2

aa

aa

aaa

aaa
  

Ðåøåíèå ïîñëåäíåé ñèñòåìû ïðèâîäèò ê îòâåòó: à 








 +∈
2
173

2   ; .

Îòâåò: 








 +
2
173

2   ; .

Çàìå÷àíèå 3. Òðåáîâàíèå ïðèíàäëåæíîñòè áîëüøåãî êîðíÿ ïðî-
ìåæóòêó íè÷åãî íå ãîâîðèò î ïðèíàäëåæíîñòè ýòîìó ïðîìåæóòêó
ìåíüøåãî êîðíÿ. Îí ìîæåò êàê ïðèíàäëåæàòü ýòîìó ïðîìåæóòêó,
òàê è íå ïðèíàäëåæàòü.

Èçìåíèì óñëîâèå ïðèìåðà 10. Ïîòðåáóåì, ÷òîáû õîòÿ áû îäèí
êîðåíü óðàâíåíèÿ ïðèíàäëåæàë ïðîìåæóòêó (�1; 1). Òîãäà, ñî-
ãëàñíî çàìå÷àíèþ 1, f(�1)�f(1) < 0.
(4 � 2a

 + 2 � a2 + a)(4 + 2a � 2 �
 a2 + a) < 0; (a

2 + a � 6)(a
2 � 3a � 2)

 < 0.
Ïðè ðåøåíèè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ìåòîäîì èíòåðâàëîâ ïîñ-

ëå ðàçëîæåíèÿ êàæäîãî èç êâàäðàòíûõ òðåõëåíîâ íà ìíîæèòåëè
ïîëó÷èì îòâåò.
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Îòâåò: 








 +









 −−
2
173

2
2
173

3     ;; U .

Óïðàæíåíèÿ

1. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà à êîðíè óðàâíåíèÿ
(à � 2)õ2 � 2àõ + à + 3 = 0 çàêëþ÷åíû â èíòåðâàëå (1; 3)?

2. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à, ïðè êîòîðûõ êîðíè óðàâ-
íåíèÿ õ2 + (à � 4)õ � 2à = 0 ïðèíàäëåæàò ïðîìåæóòêó (�1; 1).

3. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à, ïðè êîòîðûõ îäèí êîðåíü
óðàâíåíèÿ (à � 2)õ2 + 3(à + 1)õ � 2(à � 1) = 0 áîëüøå 1, à äðóãîé
ìåíüøå 1.

4. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à, ïðè êîòîðûõ êîðíè óðàâíå-

íèÿ (2 � à)õ2 � 3àõ + 2à = 0 áîëüøå 
2
1

.

5. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ à, ïðè êîòîðûõ âñå êîðíè óðàâíåíèÿ
õ2 + õ + à = 0 áîëüøå à.

Îòâåòû è ðåøåíèÿ:

1. Ïðè à ∈{ } 15
2 ;  6

4
 
  

U .

2. Òàêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà íåò.

3. (�1,5; 2).

4. 16
;  2

17
 
  

.

Ðåøåíèå. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 2 èìååì ñèñòåìó íåðàâåíñòâ

( )

( )

( )

( )( ) ( )( )












>
−
−

>+−
≥−

⇔













>
−
−

>+−−−
≥−

⇔















>
−

=

>




⋅−

≥−−

.

,

,)(

,

,

,

,

0
2

12

022

01617

0
2

24

08622

01617

2
1

22
3

0
2
1

2

0289 2

0

2

a

a

aa

aa

a

a

aaaa

aa

a

a
x

fa

aaa
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Ðåøåíèå ñèñòåìû íåðàâåíñòâ ìåòîäîì èíòåðâàëîâ ñ ó÷åòîì

òîãî, ÷òî à = 2 îáðàùàåò óðàâíåíèå â ëèíåéíîå ñ êîðíåì õ = 
3
2

,

äàåò îòâåò 



∈ 2
2
1

  ;a .

5. ( )2−−∞   ; .

Óêàçàíèå. Íåîáõîäèìî ðåøèòü ñèñòåìó íåðàâåíñòâ 














>−

>+

≤

.

,

,

a

aa

a

2
1

02

4
1

2
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VI. ÈÐÐÀÖÈÎÍÀËÜÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß
È ÍÅÐÀÂÅÍÑÒÂÀ

Íàïîìíèì, ÷òî ñïîñîá ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ ïàðàìåòðàìè íàïðÿìóþ
ñâÿçàí ñ âèäîì êîíêðåòíîãî óðàâíåíèÿ èëè íåðàâåíñòâà, ïîýòîìó
ñïîñîáû ðåøåíèÿ ïîÿñíèì íà êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ.

Ïðèìåð 1.  Ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà à ðåøèòü óðàâíåíèå

.axx +=−23
Ðåøåíèå.
I  ñ ï î ñ î á. Ïðè ðåøåíèè ýòîãî óðàâíåíèÿ çàìåòèì, ÷òî

( )






≥+
+=−⇔+=−

.

,

0

23
23

2

ax

axx
axx

Ðåøèì óðàâíåíèå ñèñòåìû: õ2 � õ(2à � 3) + à2 + 2 = 0.
D = 4a2 � 12a + 9  � 4a2  � 8 = 1 � 12a.

Åñëè 1 � 12a < 0, òî åñòü à > 
12
1

, òî ðåøåíèé íåò.

Åñëè à = 
12
1

, òî õ = 
12
17

. Óñëîâèå õ + à ≥  0 âûïîëíÿåòñÿ,

óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü.

Åñëè à < 
12
1

, òî õ1, 2 = 
2

12123 aa −±−
. Íàéäåì òå çíà÷åíèÿ à,

ïðè êîòîðûõ õ + à ≥  0. Èìååì 
2

1213 a−±
 ≥  0.

1) 01213 ≥−+ a  ïðè âñåõ à < 
12
1

;

2) 01213 ≥−− a , 1 � 12à ≤ 9, à ≥
3
2− .

Èòàê, åñëè 
3
2−  ≤  à < 

12
1

, òî õ = ( )aa 12123
2
1 −+− .

Åñëè à < 
3
2− , òî õ = ( )aa 12123

2
1 −+− .
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Îòâåò: ïðè à <
3
2−   õ = ( )aa 12123

2
1 −+− ;

ïðè 
3
2− ≤ à < 

12
1

    õ = ( )aa 12123
2
1 −±− ;

ïðè à = 
12
1

     õ = 
12
17

;

ïðè à > 
12
1

 ðåøåíèé íåò.

II  ñ ï î ñ î á. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ óðàâíåíèÿ çàäàåòñÿ íåðàâåí-

ñòâîì õ ≥
3
2

. Ïîëîæèì ≥− 23x  ó,  ó ≥  0, òîãäà õ = 
3

22 +y
,

è äàííîå óðàâíåíèå ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå  






≥
=++−

.

,

0

02332

y

ayy
   (*)

Óðàâíåíèå ñèñòåìû èìååò îäèí êîðåíü â ñëó÷àÿõ:
1) D = 0;
2) êîðíè óðàâíåíèÿ èìåþò ðàçíûå çíàêè.

Â ïåðâîì ñëó÷àå à = 
12
1

, ó =
2
3

 è õ = 
12
17

.

Âî âòîðîì ñëó÷àå ó1y2 < 0, 3a + 2 < 0, a < �
3
2

 (òðåáîâàíèå

âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà D > 0 íå îáÿçàòåëüíî).

Íàõîäèì êîðíè óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (*): ó = 
2

1213 a−±
.

Åñëè a < �
3
2

, ó = 0
2

1213 <−− a
 è ó = 

2
1213 a−+

, òîãäà

2
213

23
a

x
−+=− , îòêóäà õ = ( )aa 12123

2
1 −+− .

Äëÿ òîãî ÷òîáû îáà êîðíÿ ñèñòåìû (*) áûëè íåîòðèöàòåëüíû,
íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå óñëîâèé
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12
1

3
2

023

0121

0

0

0

21

21 <≤−⇔




≤+
>−

⇔







≥
>+

>
a

a

a

yy

yy

D
,

,

,

. Èòàê, ïðè 
3
2− ≤ à <

12
1

óðàâíåíèå èìååò äâà íåîòðèöàòåëüíûõ êîðíÿ.
Ïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ à óðàâíåíèå êîðíåé íå èìååò.
Îáúåäèíÿÿ âñå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷àåì ïðèâåäåííûé â

ñïîñîáå I îòâåò.

III  ñ ï î ñ î á. Ïîêàæåì âîçìîæíûé ãðàôè÷åñêèé ñïîñîá ðåøåíèÿ.

Èç äàííîãî óðàâíåíèÿ íàõîäèì à  = xx −− 23 . Ïîñòðîèì ýñêèç
ãðàôèêà ôóíêöèè à = à(õ) â ñèñòåìå êîîðäèíàò õ0à.

D(a): x 
3
2≥ .

a'(x)= 1
232

3 −
−x

,  a'(x)=0,  åñëè 2323 −= x ,  12õ � 8 = 9,

õ = 
12
17

.

Ïðè õ = 
12
17

 ðàññìàòðèâàåìàÿ ôóíêöèÿ èìååì ìàêñèìóì, ïðè

ýòîì à = 
12
1

12
17

2
3

12
17

2
4
17 =−=−− .

Ðèñ. 1
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Èç ðèñóíêà 1 âèäíî, ÷òî ïðè à =
12
1

 è ïðè a <
3
2−  èñõîäíîå

óðàâíåíèå èìååò îäèí êîðåíü, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ áîëüøèì êîð-

íåì óðàâíåíèÿ õ2 + (2à � 3)õ + à2 + 2 = 0 (**), ïðè 
3
2− ≤ à <

12
1

èñõîäíîå óðàâíåíèå èìååò äâà êîðíÿ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè
óðàâíåíèÿ (**).

Ïðèìå÷àíèå. Âñå òðè ñïîñîáà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ äàþò îäèí è òîò
æå îòâåò. Âîïðîñ î ïðåèìóùåñòâå êàæäîãî èç ðàññìîòðåííûõ ñïîñî-
áîâ ïðåäëàãàåì ðåøàòü ÷èòàòåëÿì.

Ïðèìåð 2. Ðåøèòü óðàâíåíèå 112 −=− xax .

Ðåøåíèå.
I   ñ ï î ñ î á. Ðåøèì çàäà÷ó ãðàôè÷åñêè. Âûðàçèì ïàðàìåòð à ÷åðåç

õ: 
( )







≥

+−=⇔






≥
−=−⇔−=−

.

,,

1
2

22

1

112
112

2
2

x
x

xx
a

x

xax
xax

Èññëåäóåì ôóíêöèþ à(õ)=
x

xx

2
222 +−

 íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ

õ ≥ 1 è ïîñòðîèì åå ãðàôèê.

a'(x) = ( )
2

2

2

2 2

2

2222

x

x

x

xxxx −=−+−− . Ôóíêöèÿ à(õ) èìååò íà ëó÷å

[1; + ∞ ) åäèíñòâåííóþ êðèòè÷åñêóþ òî÷êó õ = 2 .

Íà ïðîìåæóòêå [1; 2 ] ôóíêöèÿ óáûâàåò, à íà ïðîìåæóòêå

[ 2 ; +∞) ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò. õ = 2  � òî÷êà ìèíèìóìà;

à( 2)= 12
2

22 −=−
.
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Ðèñ. 2

Èç ðèñóíêà 2 âèäíî, ÷òî ïðè à = 2 � 1 óðàâíåíèå èìååò îäèí

êîðåíü õ = 2 . Ïðè 
2
1

12 ≤<− a  óðàâíåíèå èìååò äâà êîðíÿ,

êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ õ2 � 2õ(1 + à) + 2 = 0  (*).

õ1, 2 = 121 2 −+±+ aaa . Ïðè à >
2
1

 óðàâíåíèå èìååò îäèí êîðåíü,

êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ áîëüøèì êîðíåì óðàâíåíèÿ (*), ò. å.

õ = 121 2 −+++ aaa . ßñíî, ÷òî ïðè à < 2  �1 óðàâíåíèå êîðíåé
íå èìååò.

Îòâåò: ïðè à < 2 � 1 óðàâíåíèå êîðíåé íå èìååò;

ïðè à = 2 � 1 óðàâíåíèå èìååò îäèí êîðåíü õ = 2 ;

ïðè 
2
1

12 ≤<− a  óðàâíåíèå èìååò äâà êîðíÿ:

õ1, 2 = 121 2 −+±+ aaa ;

ïðè à >
2
1

 óðàâíåíèå èìååò îäèí êîðåíü

õ = 121 2 −+++ aaa .
II ñ ï î ñ î á. Çàìåíèì èñõîäíîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíîé åìó

ñèñòåìîé

( )






≥
=++−⇔−=−

.

,

1

0212
112

2

x

axx
xax
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Åñëè ó óðàâíåíèÿ ñèñòåìû D = 0, òî åñòü à2 +2à � 1 = 0,

à = �1 2± , òî óðàâíåíèå èìååò îäèí êîðåíü õ = à + 1= 2± .
ßñíî, ÷òî îäíîìó çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà ñîîòâåòñòâóåò îäíî çíà÷åíèå

íåèçâåñòíîãî. Óñëîâèþ õ ≥  1 óäîâëåòâîðÿåò òîëüêî õ = 2, êîòîðîå

ñîîòâåòñòâóåò à = 2  � 1.
Íàéäåì, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà óðàâíåíèå èìååò äâà

êîðíÿ, êàæäûé èç êîòîðûõ áîëüøå åäèíèöû. Ïðè ðåøåíèè êâàäðàò-
íûõ óðàâíåíèé ìû óæå èñïîëüçîâàëè ñâîéñòâà êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëå-
íà (ñì. óòâåðæäåíèå 2 ðàçäåëà IV). ßñíî, ÷òî äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

.,

,

,

,

,

,)(

,

2
1

21

0
2
1

21

21

11

021

012

1

01

0 2

≤<+−⇔

















>

≤







−−<

+−>

⇔








>+
≥−

>−+
⇔









>
≥

>
a

a

a

a

a

a

a

aa

x

f

D

âåðøèíû

Ïðè ýòîì êîðíè óðàâíåíèÿ õ1, 2 = 121 2 −+±+ aaa .
Íàéäåì, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà èñõîäíîå óðàâíåíèå

èìååò îäèí êîðåíü � áîëüøå åäèíèöû, à äðóãîé � ìåíüøå åäèíè-
öû (ñì. óòâåðæäåíèå 1 ðàçäåëà IV). Äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ ñëåäó-
þùèìè óñëîâèÿìè:

.;

,

,
)(

,

2
1

2
1

21

21

021

012
01

0 2

>⇔











>







−−<

+−>

⇔






<−
>−+⇔





<
>

a

a

a

a

a

aa

f

D
Ïðè ýòîì î÷åâèä-

íî, ÷òî êîðåíü äàííîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ áîëüøèì êîðíåì óðàâ-

íåíèÿ õ2 � 2õ(1 + à) + 2 = 0, ò. å. êîðåíü õ = 121 2 −+++ aaa .

Îáúåäèíÿÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, èìååì óæå ïîëó÷åííûé
ðàíåå îòâåò.
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Ïðèìåð 3. Ðåøèòü óðàâíåíèå ( )axax +−=+ 1 .                 (1)

Ðåøåíèå. Çäåñü à = 0 � êîíòðîëüíîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà
(ïðè a < 0 ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ íå îïðåäåëåíà, à ïðè à ≥ 0 �
îïðåäåëåíà). Ïîýòîìó ïðè ðåøåíèè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ðàññìîòðèì
ñëåäóþùèå ñëó÷àè: à < 0, à ≥  0.

1. Ïðè à < 0 èñõîäíîå óðàâíåíèå íå èìååò êîðíåé.
2. Ïðè à ≥0 ïîñëå âîçâåäåíèÿ îáåèõ ÷àñòåé èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ

â êâàäðàò è ïîñëåäóþùåãî óïðîùåíèÿ ïðèäåì ê óðàâíåíèþ

axax 2212 −−= . Ýòî óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî äàííîìó ïðè à ≥  0;
õ ≥  0; 1 � (õ + à) ≥ 0. Ïðè ýòîì ìû íå îáíàðóæèâàåì íèêàêèõ
íîâûõ êîíòðîëüíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà, âëèÿþùèõ íà ðåøåíèå.
Ñíîâà âîçâåäÿ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ â êâàäðàò è óïðîñòèâ, ïîëó-
÷èì óðàâíåíèå
4õ2 + 4(à � 1)õ + 4à2 � 4à + 1 = 0, ó êîòîðîãî

4
D

= 4(à � 1)2 � 4(4à2 � 4à + 1) = 4(2à � 3à2).

Ïîëàãàÿ D = 0, íàõîäèì äâà êîíòðîëüíûõ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà:

à = 0 è à = 
3
2

. Îäíî èç ýòèõ çíà÷åíèé âñòðå÷àëîñü ðàíåå.

Çàìåòèì, ÷òî D < 0, åñëè à >
3
2

 (íàïîìíèì, ÷òî ìû ðàññìàòðèâà-

åì ñëó÷àé à ≥0). Òàêèì îáðàçîì, öåëåñîîáðàçíî ðàññìîòðåòü ñëó÷àè

à >
3
2

 è 0 ≤ à ≤ 
3
2

.

Ïðè à >
3
2

 óðàâíåíèå êîðíåé íå èìååò, à ïðè 0 ≤ à ≤
3
2

 ïîëó÷àåì

õ1, 2 = 2
321 2aaa −±−

.

Âûøå ìû îòìå÷àëè, ÷òî ïðè à < 0 èñõîäíîå óðàâíåíèå íå èìååò

êîðíåé, ïîýòîìó ïðè à >
3
2

 è à < 0 óðàâíåíèå êîðíåé íå èìååò, à

ïðè 0 ≤ à ≤
3
2

 êîðíÿìè óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü õ1, 2 = 
2

321 2aaa −±−
.
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Òàêàÿ îñòîðîæíàÿ ôîðìóëèðîâêà ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî èñõîäíîå
óðàâíåíèå âîçâîäèëîñü â êâàäðàò, è ïðè ýòîì ìîãëè ïîÿâèòüñÿ
ïîñòîðîííèå êîðíè. Çíà÷èò, íàéäåííûå çíà÷åíèÿ õ1 è õ2 íåîáõî-
äèìî ïðîâåðèòü.

Ïðîâåðêà ýòèõ çíà÷åíèé ïîäñòàíîâêîé â èñõîäíîå óðàâíåíèå äî-
âîëüíî çàòðóäíèòåëüíà, ïîýòîìó çàìåòèì, ÷òî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ

èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ çàäàåòñÿ ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ ( )



≥+−
≥

.

,

01

0

ax

x

Êðîìå òîãî, äëÿ ðàâíîñèëüíîñòè ïðåîáðàçîâàíèé äîëæíî âû-
ïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî 1 � 2õ � 2à ≥  0. Ïîýòîìó êîðíè óðàâíåíèÿ
äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñèñòåìå íåðàâåíñòâ

 
( )







≤+

≥
⇔













≤+

≤+
≥

⇔







≥−−
≥+−

≥

.

,
,

,

,

,

2
1

0

2
1

1

0

0221

01

0

ax

x

ax

ax

x

ax

ax

x

            (2)

Ïðîâåðèì, óäîâëåòâîðÿåò ëè ïîñëåäíåé ñèñòåìå çíà÷åíèå õ1. Ðàñ-

ñìîòðèì ñèñòåìó íåðàâåíñòâ 











≤+−+−

≥−+−

.

,

2
1

2
321

0
2

321

2

2

a
aaa

aaa

                  (3)

Âòîðîå íåðàâåíñòâî ñèñòåìû (3) ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó

aaa −≤− 232 , êîòîðîå â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå (0 ≤ à ≤ 
3
2

)

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå à = 0.
Òàê êàê ýòî çíà÷åíèå à óäîâëåòâîðÿåò è ïåðâîìó íåðàâåíñòâó

ñèñòåìû (3), òî ñèñòåìà (3) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå à = 0.
Ýòî çíà÷èò, ÷òî õ1 ïðè à = 0 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ (1). Ïðè

à = 0 èìååì õ1 = 
2
1

, åñëè à ≠ 0, òî õ1 � ïîñòîðîííèé êîðåíü.

Ïðîâåðèì, óäîâëåòâîðÿåò ëè ñèñòåìå (3) çíà÷åíèå õ2.
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Ðàññìîòðèì ñèñòåìó íåðàâåíñòâ

 

( )









≤




 −

≥−
⇔

⇔






≤−

≥+−
⇔







≥−

−≤−
⇔











≤+−−−

≥−−−

,

,

,,
,

0
2
1

4

012

024

0144

32

132

2
1

2
321

0
2

321

2

2

2

2

2

2

2

aa

a

aa

aa

aaa

aaa

a
aaa

aaa

,

îòêóäà 0 ≤ à ≤ 
2
1

. Ñëåäîâàòåëüíî, õ2 = 
2

321 2aaa −−−
� êîðåíü

óðàâíåíèÿ (1), åñëè ïàðàìåòð à óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå 










≤≤

≤≤

,

,

2
1

0

3
2

0

a

a

îòêóäà 0 ≤ à ≤
2
1

.

Èòàê, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) ïðè a < 0; a >
2
1

 êîðíåé íåò;

2) ïðè à = 0  õ1 = 
2

321 2aaa −+− , õ2 = 
2

321 2aaa −−− ;

3) ïðè 0 ≤ à ≤ 
2
1

  õ = 
2

321 2aaa −−− .

Çàìåòèì, ÷òî ïðè à = 0   õ1 = õ2 = 
2
1

. Ýòî ïîçâîëÿåò ñäåëàòü

çàïèñü îòâåòà áîëåå êîìïàêòíîé.

Îòâåò: ïðè a < 0; a >
2
1

 êîðíåé íåò;

ïðè 0 ≤ à ≤ 
2
1

  õ = 
2

321 2aaa −−−
.
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Ïðèìåð 4. Ðåøèòü óðàâíåíèå 2=−++ xaxa .

Ðåøåíèå. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ óðàâíåíèÿ çàäàåòñÿ ñèñòåìîé íå-

ðàâåíñòâ 








≥

−≥

≥

⇔








≥−

≥+

≥

.

,

,

,

,

xa

xa

x

xa

xa

x 0

0

0

0

Ëåãêî ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî óðàâíåíèå ìîæåò èìåòü ðåøåíèÿ
ïðè à ≥ 0, ïðè a < 0 óðàâíåíèå ðåøåíèé íå èìååò.

Ïðè à ≥ 0 ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ
óðàâíåíèÿ, ïîëó÷åííîãî èç èñõîäíîãî ïîñëå âîçâåäåíèÿ åãî îáåèõ
÷àñòåé â êâàäðàò (ýòî äåéñòâèå ïðàâîìåðíî, ïîñêîëüêó îáå ÷àñòè
óðàâíåíèÿ íåîòðèöàòåëüíû):

( )







≤≤

+=
⇔









≤
≥

−=−
⇔







≥
−=−

.

,
,

,
,

10
2
1

1

0

1

0

1

22
2

a

x
a

a

a

axa

a

axa

Äàëåå ñ ó÷åòîì ñêàçàííîãî âûøå ïîëó÷àåì ñèñòåìó














≥
≤≤

≥

+=

.

,

,

,

0

10

2
1

2
1

x

a

xa

xa

Â ñèñòåìå êîîðäèíàò õ0à ïîêàæåì ãðàôè÷åñêîå ðåøåíèå ïîëó-
÷åííîé ñèñòåìû.

Ãðàôèêîì ôóíêöèè à =
2
1

 õ +
2
1

 ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ, êîòîðàÿ èìååò

ñ êðèâîé à = x  åäèíñòâåííóþ îáùóþ òî÷êó (1; 1). Èç ðèñóíêà 3

âèäíî, ÷òî ïðè 
2
1

≤ à ≤ 1 èñõîäíîå óðàâíåíèå èìååò îäèí êîðåíü

õ = 2à � 1. Ïðè à <
2
1

 è ïðè à > 1 óðàâíåíèå êîðíåé íå èìååò.
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Ðèñ. 3

Îòâåò: ïðè 
2
1

≤ à ≤ 1   õ = 2à � 1;

ïðè à <
2
1

 è ïðè à > 1 óðàâíåíèå êîðíåé íå èìååò.

Çàìå÷àíèå. ßñíî, ÷òî õ = 2à � 1, è òàê êàê 2à � 1 ≥ 0, ò. å. à ≥  
2
1

,

íî à ≤ 1, ïîýòîìó õ = 2à � 1 ïðè 
2
1

≤ à ≤ 1.

Ïðèìåð 5. Ðåøèòü óðàâíåíèå axx =−−+ 222 .

Ðåøåíèå. Ââåäåì ôóíêöèþ f(x)= 222 −−+ xx .
Çàìå÷àåì, ÷òî D(f): [2; +∞),

f'(x) = 
2222

2222

22

1

22

1

−⋅+
+−−=

−
−

+ xx

xx

xx
;

f'(x) = 0, åñëè 2222 +=− xx ; 4õ � 8 = 2õ + 2; õ = 5.

Íà ïðîìåæóòêå [2; 5] ôóíêöèÿ óáûâàåò, íà ïðîìåæóòêå [5; +∞) �

âîçðàñòàåò, õ = 5 � òî÷êà ìèíèìóìà. f(5) = 3 .
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Èç ðèñóíêà 4 âèäíî, ÷òî ïðè à = 3  óðàâíåíèå èìååò åäèí-

ñòâåííûé êîðåíü õ = 5; ïðè 63 ≤< a  óðàâíåíèå èìååò äâà êîð-
íÿ, êîòîðûå ìîãóò áûòü íàéäåíû ïðè ðåøåíèè èñõîäíîãî óðàâ-
íåíèÿ áåç íàëîæåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé äâóêðàòíûì
âîçâåäåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ â êâàäðàò:

.)( 016342

22422222
422

22

=++−+⇔

⇔−=−+⇔−+−+=+

aaxx

xaaxxxaax

D = 16 � 24a2 + 9a4 � a4 � 16 = 8a4 � 24a2;

x1,2 = 3a2 � 4 ± 2a 62 2 −a .

Ðèñ. 4

Ïðè à > 6  óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü;

x = 3a2 � 4 + 2a 62 2 −a .

Ïðè à < 3  óðàâíåíèå êîðíåé íå èìååò.

Îòâåò: ïðè à < 3  óðàâíåíèå êîðíåé íå èìååò;

ïðè à = 3  õ =5;

ïðè 63 ≤< a    x1, 2 = 3a2 � 4 ± 2a 62 2 −a ;

ïðè à > 6  x = 3a2 � 4 + 2a 62 2 −a .

Ïðèìåð 6. Ðåøèòü óðàâíåíèå

xbaxabxba 235454 −+=−++−+
ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ a è b.
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Ðåøåíèå. Ñ÷èòàÿ, ÷òî âñå ïîäêîðåííûå âûðàæåíèÿ íåîòðèöàòåëü-
íû, ïîñëå âîçâåäåíèÿ îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ â êâàäðàò, ïîëó÷èì

xbaxabxabxbaxba 1899545454254 −+=−++−+⋅−++−+ ,  èëè

 

( )( )
( ) ( )

⇔










≥−+
+−−++=

=++−+−++

⇔

⇔−+=−+−+

0422

161616844

2545454417

4225454

222

222

xba

xbxaxabba

xabxbaxbaab

xbaxabxba

( )( ) ,09 =−−⇔ bxax     îòêóäà õ = à èëè x = b.
õ = à áóäåò êîðíåì èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé








≥−+
≥−+
≥−+

.

,

,

02

054

054

xba

xab

xba
 Ïîäñòàâèâ õ = à, ïîëó÷èì ,,

,

ab

ab

ab

ba

≥⇔







≥−
≥−

≥+−

0

044

0

x = b áóäåò êîðíåì èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ïðè âûïîëíåíèè òåõ æå

óñëîâèé: 







≥−+
≥−+
≥−+

.

,

,

02

054

054

xba

xab

xba

Ïîñëå çàìåíû x = b ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó a ≥ b.
Îòâåò: õ = à ïðè b ≥  a;  x = b ïðè a ≥  b.

Ðàññìîòðèì çàäàíèå À-11 ÌÊ ¹17�05 âûïóñêíîãî ýêçàìåíà
ïî àëãåáðå è íà÷àëàì àíàëèçà äëÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ êëàññîâ.

Ïðèìåð 7.  Íàéòè à, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå

( ) 03244 =−−+ axax  èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Ðåøåíèå. Ïðîèçâåäåíèå äâóõ ñîìíîæèòåëåé ðàâíî íóëþ, åñëè õîòÿ
áû îäèí èç ñîìíîæèòåëåé ðàâåí íóëþ, à äðóãîé ïðè ýòîì íå òåðÿåò
ñìûñëà (öèòàòà èç ëþáîãî ó÷åáíèêà ýëåìåíòàðíîé ìàòåìàòèêè).

Âûðàæåíèå, ñòîÿùåå ïîä ðàäèêàëîì âñåãäà äàåò îäèí èç êîðíåé
óðàâíåíèÿ, âòîðîé êîðåíü óðàâíåíèÿ íå ñóùåñòâóåò, êîãäà âû-
ïîëíÿåòñÿ óñëîâèå, îïèñûâàåìîå ñèñòåìîé

.
,,

43244
324

4

0324

04
−>⇔+<−⇔





+<
−=

⇔




<−−
=+

aaa
ax

ax

ax

ax

,
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Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü ñëó÷àé ðàâåíñòâà íóëþ âûðàæåíèÿ â ñêîáêàõ
è âûðàæåíèÿ, ñòîÿùåãî ïîä ðàäèêàëîì (ïðè ýòîì óðàâíåíèå èìååò
äâà ðàâíûõ êîðíÿ, èëè ïî øêîëüíîé òåðìèíîëîãèè îäèí êîðåíü):

õ + 4à = õ � 4à � 32, îòêóäà à = �4.
Îòâåò: à ≥  � 4.

Ïðèìåð 8. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî axax +≥  ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ
ïàðàìåòðà à.

Ðåøåíèå. Èñõîäíîå íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî ñîâîêóïíîñòè äâóõ

ñèñòåì: 

( )















<+
≥







≥+
+≥

.

,

;

,

0

0

0

2

xa

ax

xa

xaax

   Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî óñëîâèå àõ ≥  0

â ïåðâîé ñèñòåìå íå ÿâëÿåòñÿ îáÿçàòåëüíûì.

Ðåøàåì ïåðâóþ ñèñòåìó íåðàâåíñòâ 





≥+
≤++

.

,

0

022

xa

aaxx

Ó êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî ïåðâîìó íåðàâåí-

ñòâó ñèñòåìû D ≤ 0, ïîýòîìó 022 ≥++ aaxx è, çíà÷èò, 022 =++ aaxx
òîëüêî ïðè à = 0 D = 0 è õ = 0.

Ðåøàåì âòîðóþ ñèñòåìó íåðàâåíñòâ. Ïóñòü à ≤ 0, òîãäà õ ≤ 0. Ïðè
à > 0 èìååì õ > 0 è õ + à > 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âòîðîìó íåðàâåí-
ñòâó ýòîé ñèñòåìû.

Îòâåò: ïðè à ≤ 0 õ ( ]0  ;−∞∈ ; ïðè à > 0 ðåøåíèé íåò.
Ðàññìîòðèì çàäàíèÿ, ïðåäëîæåííûå íà âñòóïèòåëüíûõ ýêçàìåíàõ

â Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîì óíèâåðñèòåòå â 1997 ã.

Ïðèìåð 9. Ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà à ðåøèòü íåðàâåíñòâî

xaxa ≥−− 222 .

Ðåøåíèå. Íàéäåì îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ íåðàâåíñòâà







+≤

≥
⇔







+≤

≥
⇔







≥−−

≥−

.

,,,

10

0
2242222

22

aax

ax

aax

ax

axa

ax
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Åñëè x < 0, òî íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ x < 0 èç
îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ óðàâíåíèÿ, ò. å. ïðè

 axaa
aax

ax
−≤≤+−⇔







+≤−

≥−
1

1

2

2

,
, (à ≠ 0).

Ïðè à = 0  xx ≥− 2 ,  x = 0.
Åñëè x > 0,

òî ax
ax

xa
axxaxaxa =⇔







≥−

≥−
⇔−≥−⇔≥−−

0

0
22

22
22222222 .

Îòâåò: ïðè à = 0   õ = 0;

ïðè à ≠ 0  õ 



 −+−∈ aaaa ;21U .

Ïðèìåð 10. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ à ìíîæåñòâî ðåøåíèé íåðà-

âåíñòâà xaxxa ≥++ 2  íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ïðîìåæóòêîì [�1; 0]?

Ðåøåíèå. Ïðè à = 0   ¦õ¦ ≥  õ è x ∈R. Ïðèñóòñòâóåò ïåðåñå÷åíèå ñ
îòðåçêîì [�1; 0].

1. Ïóñòü a > 0, òîãäà îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ íåðàâåíñòâà

õ ( ] [ )∞+−−∞∈     ;; 0Ua .







≥

≥
⇔







≥
+−≥+⇔−≥+

,

,,

ax

a
x

ax

aaxxaxx
axaxx 3

2 222
2

îòêóäà ñ ó÷åòîì îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ õ ≥  à.

Åñëè õ � à ≤ 0, õ ≤ à, òî õ ( ] ( ]aa     ;; 0U−−∞∈ . Ñ ó÷åòîì îáëàñòè

îïðåäåëåíèÿ íåðàâåíñòâà õ ( ] [ )∞+−−∞∈     ;; 0Ua  ïðè a > 0 ïîëó÷àåì

õ ( ] [ )∞+−−∞∈     ;; 0Ua . Î÷åâèäíî, ÷òî ïîëó÷åííîå ìíîæåñòâî çíà÷å-
íèé äëÿ õ èìååò ñ îòðåçêîì [�1; 0] îáùóþ òî÷êó õ = 0.

2. Ïóñòü a < 0, òîãäà îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ íåðàâåíñòâà

õ ( ] [ )∞+−−∞∈     ;; aU0 .







≥

≤
⇔







≥
+−≥+⇔−≥+

ax

a
x

ax

aaxxaxx
axaxx

,,
3

2 222
2   è   õ 



∈

3
a

a   ; .

,
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Ïðè a < 0 ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà áóäåò õ 



 ∞−∈

3
a

  ; . Ïîëó÷åí-

íîå ðåøåíèå íå áóäåò èìåòü îáùèõ òî÷åê ñ îòðåçêîì [�1; 0] ïðè

1
3

−<a
, ò. å. ïðè a < �3.

Îòâåò: (�∞ ; �3).

Ïðèìåð 11. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à ðåøèòü íåðàâåí-

ñòâî 122 +≥− axa .

Ðåøåíèå. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ íåðàâåíñòâà ¦õ¦  ≤  à.
Ïðè à ≥�1, ïîñëå âîçâåäåíèÿ îáåèõ ÷àñòåé íåðàâåíñòâà â êâàäðàò

ïîëó÷èì à2 � õ2 ≥ à2 + 2à + 1.  õ2 ≤ �(2à + 1).

Åñëè �(2à + 1) < 0, ò. å. à > �
2
1

, íåðàâåíñòâî ðåøåíèé íå èìååò.

Åñëè �1 ≤ à ≤  �
2
1

, òî ( ) ( )1212 +−≤≤+−− axa . Ïðè ýòîì íåðà-

âåíñòâî ¦õ¦  ≤  à âûïîëíÿåòñÿ.
Åñëè à < �1, òî à ≤ õ ≤ �à.
Îòâåò: ïðè à < �1    à ≤ õ ≤ �à;

ïðè �1 ≤ à ≤ �
2
1

   ( ) ( )1212 +−≤≤+−− axa ;

ïðè à > �
2
1

 íåðàâåíñòâî ðåøåíèé íå èìååò.

Óïðàæíåíèÿ

1. Ðåøèòü óðàâíåíèå ( ) 01 =−− axx .

2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà à óðàâíåíèå ( )( ) 02 =−− axx

èìååò îäèí êîðåíü?
3. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå

238 ++−=− aaxx  èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

4. Ðåøèòü óðàâíåíèå axx −=+12 .
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5. Ðåøèòü óðàâíåíèå ( )( )32 +−=+ xaxax .

6. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî xax ≥+2 .

Îòâåòû:
1. Ïðè a < 1 x1 = 1, x2 = a; ïðè à ≥ 1 õ = à.
2. Ïðè a < 0 è à = 4.
3. Ïðè 0 ≤ à ≤ 0,4 è à = �0,1.
Óêàçàíèå. Ëó÷øå ïðèìåíèòü ãðàôè÷åñêèé ñïîñîá, âûðàçèâ à ÷åðåç õ.

4. Ïðè a > �0,5 è ïðè à = �1 221 +++= aax ;

ïðè �1 < a ≤ �0,5 221 +±+= aax ;
ïðè a < �1 êîðíåé íåò.

5. Ïðè 14415 +−<a êîðíåé íåò;

ïðè 014415 ≤≤+− a  è à ≥  3 
2

1301 2 ++±+= aaa
x ;

ïðè 0 < a < 3 
2

1301 2 ++++= aaa
x .

6. Ïðè a < �1 ðåøåíèé íåò;

ïðè �1 ≤ à ≤ 0  axa ++≤≤+− 1111 ;

ïðè a > 0 ax
a ++≤≤− 11
2

.
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VII. ÊÓÁÈ×ÅÑÊÈÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß È ÏÀÐÀÌÅÒÐÛ

Â ýòîì ðàçäåëå ìû íå áóäåì ðåøàòü êóáè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, à, â
îñíîâíîì, áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó î íàõîæäåíèè êîëè÷åñòâà êîð-
íåé óðàâíåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ. Íà÷íåì ñ
äîâîëüíî ïðîñòûõ ïðèìåðîâ.

Ïðèìåð 1. Óðàâíåíèå õ3 + àõ2 � à2õ + 5 = 0 èìååò êîðåíü õ = 1.
Íàéòè îñòàëüíûå êîðíè ýòîãî óðàâíåíèÿ.

Ðåøåíèå.
I  ñ ï î ñ î á. Ïîñêîëüêó èçâåñòåí îäèí êîðåíü êóáè÷åñêîãî

óðàâíåíèÿ, ïîäñòàâèì åãî çíà÷åíèå â óðàâíåíèå, êîòîðîå äîëæíî
îáðàòèòüñÿ â âåðíîå ðàâåíñòâî 1 + à � à2 + 5 = 0 èëè à2 � à � 6 = 0.
Ðåøèì ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî à è ïîëó÷èì à = �2; à = 3.

Ïðè à = �2 èìååì óðàâíåíèå õ3 � 2õ2 � 4õ + 5 = 0. Ðàçäåëèâ
ìíîãî÷ëåí òðåòüåé ñòåïåíè «óãîëêîì» èëè ïî ñõåìå Ãîðíåðà íà õ � 1,

ïîëó÷èì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå õ2 � õ � 5 = 0, ïðè ýòîì õ = 
2
211±

.

Âîçìîæíà ãðóïïèðîâêà è ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè:
õ3 � 1 � 2õ2 + 2 � 4õ + 4 = 0 ⇔   (õ3 � 1) � 2(õ2 � 1) � 4(õ � 1) = 0 ⇔

⇔  (õ � 1)(õ2 � õ � 5) = 0.
Ïðè à = 3 ïîëó÷àåì óðàâíåíèå õ3 + 3õ2 � 9õ + 5 = 0. Âíîâü

ðàçäåëèâ ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ íà õ � 1, ïîëó÷èì êâàäðàòíîå
óðàâíåíèå õ2 + 4õ � 5 = 0, êîòîðîå äàåò õ = 1 è õ = �5.

Âîçìîæíà ãðóïïèðîâêà è ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè:
(õ3 � 1) � 3(õ2 � 1) � 9(õ � 1) = 0;   (õ � 1)(õ2 + 4õ � 5) = 0.

Îòâåò: ïðè à = �2   õ = 
2
211±

;

 ïðè à = 3   õ = �5.
Ïðèìå÷àíèå. Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïî óñëîâèþ çàäà÷è íå-

îáõîäèìî íàéòè êîðíè, îòëè÷íûå îò åäèíèöû, ïðè òàêèõ çíà÷åíèÿõ
ïàðàìåòðà, ïðè êîòîðûõ õ = 1 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì çàäàííîãî óðàâíåíèÿ.

II  ñ ï î ñ î á. Äëÿ êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ x3 + ax2 + bx + c = 0
èìååò ìåñòî çàâèñèìîñòü ìåæäó åãî âîçìîæíûìè êîðíÿìè õ1, õ2, õ3

è êîýôôèöèåíòàìè a, b, c: 








−=
=++

−=++

cxxx

bxxxxxx

axxx

321

313221

321

,

,

 (òåîðåìà Âèåòà).
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Â íàøåì ñëó÷àå õ3 = 1, òîãäà 








−=
=−−

−−=+

⇔








−=
−=++

−=++

.

,

,

,

,

5

06

1

5

1

21

2

21

21

2
1221

21

xx

aa

axx

xx

axxxx

axx

Äàëüíåéøåå ðåøåíèå ñèñòåìû íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà è ïðèâî-
äèò ê óæå ïîëó÷åííûì ðåçóëüòàòàì.

Ïðèìåð 2. Èçâåñòíî, ÷òî óðàâíåíèå õ3 + àõ2 + 2bx � 1 = 0 èìååò
ñâîèìè êîðíÿìè ÷èñëà �1 è 2. Íàéòè òðåòèé êîðåíü ýòîãî óðàâíåíèÿ.

Ðåøåíèå. Óêàæåì íàèáîëåå ïðîñòîé ñïîñîá ðåøåíèÿ. Ïîäñòàâëÿÿ â
äàííîå óðàâíåíèå õ = �1 è õ = 2, ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ a � 2b = 2 è

4a + 4b = �7. Ðåøàÿ ñèñòåìó 




−=+
=−

,

,

744

22

ba

ba
 ïîëó÷èì à = 

2
1−  è

b = 
4
5− .  Òîãäà äàííîå óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä

õ3 

2
1− õ2 

2
5− õ � 1 = 0,  2õ3 � õ2 � 5õ � 2 = 0. Ïîñêîëüêó õ = �1 è

õ = 2 ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ, ìíîãî÷ëåí â ëåâîé ÷àñòè óðàâ-
íåíèÿ äåëèòñÿ  íà (õ + 1)(õ � 2) = õ2 � õ � 2.   ßñíî, ÷òî 2õ3 � õ2 � 5õ � 2 =
= (õ2 � õ � 2)(2õ + 1), òîãäà òðåòèé êîðåíü èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ

õ = 
2
1− .

Îòâåò: �0,5.

Ïðèìåð 3. Îïðåäåëèòü, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ à óðàâíåíèå
2õ3 � 3õ2 � 36õ + à � 3 = 0 èìååò ðîâíî äâà êîðíÿ.

Ðåøåíèå.

I  c ï î ñ î á. Ïåðåïèøåì èñõîäíîå óðàâíåíèå â âèäå
à = �2õ3 + 3õ2 + 36õ + 3 è ïîñòðîèì ãðàôèê ôóíêöèè f(x) =
= �2õ3 + 3õ2 + 36õ + 3 = a. Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè ÷èñëî óðàâíåíèÿ
f(x) = a, ÷àñòî áûâàåò äîñòàòî÷íî ïðåäñòàâèòü ñõåìàòè÷åñêèé ãðà-
ôèê ôóíêöèè y = f(x), íå ïðîâîäÿ ïîëíûõ èññëåäîâàíèé.

Ïðè ðåøåíèè äàííîé çàäà÷è äîñòàòî÷íî íàéòè ýêñòðåìóìû
ôóíêöèè è ïðîìåæóòêè ìîíîòîííîñòè:

1. D(f) = R, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì.
2. Íàõîäèì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè è êðèòè÷åñêèå òî÷êè èç

óðàâíåíèÿ f'(x) = 0, ïîñêîëüêó D(f') = R.
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f '(x) = �6x2 + 6x + 36;  x2 � x � 6 = 0; x1 = �2; x2
 = 3.

3. Îïðåäåëÿåì ïðîìåæóòêè ìîíîòîííîñòè è ýêñòðåìóìû ôóí-
êöèè. Íà ïðîìåæóòêàõ (�∞; �2]; [3; +∞) ôóíêöèÿ óáûâàåò, à íà
ïðîìåæóòêå [�2; 3] ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò.

õ = �2 � òî÷êà ìèíèìóìà; f(�2) = �41;
x = 3 � òî÷êà ìàêñèìóìà; f(3) = 84.
Ñòðîèì ãðàôèê ôóíêöèè f(x) = �2õ3 + 3õ2 + 36õ + 3 è íàõîäèì

òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ýòîé ôóíêöèè ñ ïðÿìîé ó = à.
Ïîêàæåì ñõåìàòè÷íîå ðåøåíèå íà ðèñóíêå:

ßñíî, ÷òî äàííîå óðàâíåíèå èìååò ðîâíî äâà êîðíÿ ïðè à = �41
è ïðè à = 84.

II  ñ ï î ñ î á. Ïðèìåíèì òåîðåìó Âèåòà. Ïîñêîëüêó óðàâíåíèå
èìååò äâà ðàâíûõ êîðíÿ, áóäåì ñ÷èòàòü õ2 = õ3, òîãäà, ïðèìåíèòåëü-
íî ê íàøåìó óðàâíåíèþ, ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé

( )













−−=

−=+

=+

.

,

,

3
2
1

182

2
3

2

2
21

2
221

21

axx

xxx

xx
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Ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé, íàõîäèì õ2 = �2 èëè  õ2 = 3, íî òîãäà

õ1 = 
2
11

 èëè õ1 = �
2
9
.  Äëÿ îïðåäåëåíèÿ à èìååì äâà óðàâíåíèÿ:

1) 4
2
11

2
3 ⋅−=−a

, à � 3 = �44, à = �41;

2) 9
2
9

2
3 ⋅−=−a

, à = 84.

III  c ï î ñ î á.  Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì íåîïðåäåëåííûõ êîýôôè-
öèåíòîâ. Ëþáîå êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò ëèáî îäèí äåéñòâè-
òåëüíûé êîðåíü, ëèáî òðè äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ. Åñëè îíî èìå-
åò ðîâíî äâà êîðíÿ, òî óðàâíåíèå èìååò òðè êîðíÿ, äâà èç êîòîðûõ
ðàâíû, à ïîýòîìó

2õ3 � 3õ2 � 36õ + à � 3 = 2(x � t)(x � z)2, ãäå t è z � êîðíè
óðàâíåíèÿ.

2õ3 � 3õ2 � 36õ + à � 3 = 2(x � t)(x2 � 2õz + z2);
2õ3 � 3õ2 � 36õ + à � 3 = 2õ3 � (4z + 2t)õ2 � (2z2 + 4zt)õ � 2tz2.
Äâà ìíîãî÷ëåíà îäíîé ñòåïåíè îò îäíîãî è òîãî æå ïåðåìåííîãî

ðàâíû òîëüêî ïðè ðàâåíñòâå êîýôôèöèåíòîâ ïðè ðàâíûõ ñòåïåíÿõ.

Ýòî äàåò íàì ñèñòåìó óðàâíåíèé 2

2

4 + 2 = 3,

+ 2 = –18,

–2 = – 3.







z t

z zt

tz a

Ýòà ñèñòåìà áûëà ðåøåíà ïðè ðåøåíèè çàäà÷è âòîðûì ñïîñîáîì.
Îòâåò: �41; 84.

Ðàññìîòðèì âîïðîñ î êîëè÷åñòâå êîðíåé êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.
Ëþáîå êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå x3 + ax2 + bx + c = 0 çàìåíîé íåèçâå-

ñòíîãî õ 
3
a

y −=  ñâîäèòñÿ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó x3 + ðx + q = 0 (ìû

ñîõðàíèëè îáîçíà÷åíèå ïåðåìåííîé). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî p è q îòëè÷-
íû îò íóëÿ. Åñëè p ≥ 0, òî äëÿ ôóíêöèè f(x) = x3 + ðx + q èìååì
f' (x) = 3x2 + ð > 0, ïîýòîìó ôóíêöèÿ f âîçðàñòàåò íà R è óðàâíå-
íèå x3 + ðx + q = 0 èìååò ðîâíî îäèí äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü.

Ïðèìåð 4.  Îïðåäåëèòü âñå çíà÷åíèÿ à, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå
õ3 + (à � 1)õ + à2 = 0 èìååò ðîâíî îäèí êîðåíü.

Ðåøåíèå. Î÷åâèäíî, èñõîäÿ èç ïðèâåäåííûõ ðàññóæäåíèé, óðàâ-
íåíèå èìååò îäèí êîðåíü, åñëè à � 1 ≥ 0, òî åñòü à ≥ 1.

Îòâåò: [ )∞+  ;1 .
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Åñëè p < 0, òî ôóíêöèÿ f(x) èìååò äâå êðèòè÷åñêèå òî÷êè

õ = ±
3
p

− .

x = �
3
p

− � òî÷êà ìàêñèìóìà, q
ppp

f +−−=









−−

33
2

3
;

x = 
3
p

− � òî÷êà ìèíèìóìà, q
ppp

f +−=









−

33
2

3
.

Åñëè 0
33

>









−⋅










−−

p
f

p
f , òî óðàâíåíèå x3 + ðx + q = 0 ïðè

p < 0 èìååò îäèí êîðåíü:

Íàïðèìåð, óðàâíåíèå õ3
 � 3õ + à = 0 áóäåò èìåòü îäèí êîðåíü, åñëè

( ) ( ) 011 >⋅− ff , òî åñòü (à � 2)�(à + 2) > 0, îòêóäà ( ) ( )∞+−−∞∈     ;; 22 Ua .
Ïîäòâåðæäåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü, ïîñòðîèâ ãðàôèê ôóíêöèè à = 3õ � õ3.
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Ïðèìåð 5. Îïðåäåëèòü âñå çíà÷åíèÿ à, ïðè êîòîðûõ óðàâíå-
íèå õ3 � 6õ + à � 1 = 0 èìååò îäèí êîðåíü.

Ðåøåíèå. Çäåñü ð = �6 < 0, ðåøàåì íåðàâåíñòâî 022 >⋅− )()( ff .

( ) ( ) 01262212622 >−+−⋅−++− aa ;

( ) ( ) 0124124 >−−⋅−+ aa .

Îòâåò: ïðè ( ) ( )∞++−∞−∈     ;; 124241 Ua .

Åñëè 









−−

3
p

f  è 









−

3
p

f  � ÷èñëà ðàçíûõ çíàêîâ, òî óðàâíå-

íèå èìååò òðè êîðíÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî â ýòîé ñèòóàöèè p è q äîëæíû
óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâó 27q2 + 4p3 < 0.

Íàïðèìåð, óðàâíåíèå õ3 � 3õ + 1 = 0 èìååò òðè äåéñòâèòåëü-
íûõ êîðíÿ, ïîñêîëüêó 27�12 + 4�(�3)3 < 0.

Ïðèìåð 6 .  Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà à óðàâíåíèå
õ3 + àõ + à2 = 0 èìååò òðè êîðíÿ?

Ðåøåíèå. Çäåñü ð = à, q = a2, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî 27à4 + 4à3 < 0,
a3(27a + 4) < 0.

Îòâåò: ïðè à 




−∈ 0

27
4

  ; .
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Ïðèìåð 7.  Â çàâèñèñìîñòè îò ïàðàìåòðà à óêàçàòü òå çíà÷åíèÿ
q, äëÿ êîòîðûõ óðàâíåíèå àõ3 + 2õ + 1 = b èìååò òðè ðàçëè÷íûõ
êîðíÿ.

Ðåøåíèå. Åñëè à = 0, òî ïðè âñåõ q óðàâíåíèå èìååò îäèí êîðåíü,
ïîýòîìó äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî à ≠ 0, íî òîãäà, ïîäåëèâ îáå ÷àñòè
óðàâíåíèÿ íà à ≠ 0, ïîëó÷àåì åìó ðàâíîñèëüíîå óðàâíåíèå

0
123 =−++

a

b

a
x

a
x . Çäåñü 

a
p

2=  è 
a

b

a
q −= 1

, è òàê êàê 27q2 + 4p3 < 0,

òî 0
1

27
2

4
23

<




 −+







a

b

aa
; ( )2

3 2

27 132
0

b

a a

−
+ < . ßñíî, ÷òî åñëè à > 0,

òî ðåøeíèé íåò, ïîñêîëüêó ( )2

3 2

27 132
0

b

a a

−
+ > ;   ïðè a < 0 ïîëó÷à-

åì ( )2

3 2

27 132
0

b

a a

−
+ < ; ( )2 32

1
27

b
a

− < − ; 
4 2

1
3 3

b
a

− < − .

Îòâåò: 
4 2 4 2

1 1
3 3 3 3

b
a a

− − + < < − + .

Åñëè æå 0
33

2
=+− q

pp
èëè 0

33
2

=+−− q
pp

; òî êóáè÷åñêîå óðàâ-

íåíèå èìååò êðàòíûé êîðåíü, ñîâïàäàþùèé ñ òî÷êîé ìàêñèìóìà
èëè òî÷êîé ìèíèìóìà:

        

Â ïåðâîì ñëó÷àå 
2

– , 0
3 3

p p
q q− = >  , íî òîãäà 0

27
4 2

3

=+ q
p

, âî

âòîðîì � 0
33

2
<+=− qq

pp
  , , íî òîãäà âíîâü 0

27
4 2

3

=+ q
p

, òî åñòü
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â îáîèõ ñëó÷àÿõ èìååì, ÷òî 4p3 + 27q2 = 0 åñòü íåîáõîäèìîå óñëî-
âèå äëÿ óðàâíåíèÿ x3 + ðx + q = 0 èìåòü êîðåíü êðàòíîñòè 2.

Âåðíåìñÿ ê ïðèìåðó 3.
Óðàâíåíèå 2õ3 � 3õ2 � 36õ + à � 3 = 0 èìååò ðîâíî äâà êîðíÿ.

Íàéòè à. Ñäåëàåì çàìåíó 
2
1+= yx , òîãäà

2ó3 + 3ó2 + 
2
3

ó + 
4
1

� 3ó2 �3ó � 
4
3

 � 36ó � 18 + à � 3 = 0;

2ó3 � 
2
75

 ó � 
2
43

 + à = 0;  8ó3 � 150ó + 4à � 86 = 0.

Ñäåëàåì åùå îäíó çàìåíó 2y = z, òîãäà ïîëó÷àåì óðàâíåíèå
z2 � 75z + 4a � 86 = 0, íî òîãäà 4p3 + 27q2 = 0. Â íàøåì ñëó÷àå
p = 75; q = 4a � 86. Îòêóäà 27(4à � 86)2 + 4�(�75)2 = 0;
(4à � 86)2 = 4�56; 4à � 86 = ±250. È îêîí÷àòåëüíî èìååì
à = �41 è à = 84. Íàéäåííûå çíà÷åíèÿ ñîâïàäàþò ñ ïîëó÷åííû-
ìè ðàíåå ðåçóëüòàòàìè.

Ïðèìåð 8. Äëÿ âñåõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà à ðåøèòü óðàâíåíèå
õ3 � (2 � à)õ2 � àõ � à(à � 2) = 0.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì äàííîå óðàâíåíèå êàê êâàäðàòíîå îòíîñè-
òåëüíî ïàðàìåòðà à: à2 � (õ2 � õ + 2)à + õ2(2 � õ) = 0.

Çàìåòèì, ÷òî à1+à2 = õ2 + (2 � õ) è à1�à2 = õ2(2 � õ), íî òîãäà
à1 = 2 � õ, à2 = õ2. Èòàê, 2 � õ = à, îòêóäà õ = 2 � à, õ2 = à.

Ïðè a < 0 ïîñëåäíåå óðàâíåíèå êîðíåé íå èìååò, ïðè à = 0

 õ = 0, ïðè à > 0   x = a± .

Äàëåå îïðåäåëèì, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà êîðíè ñîâïàäà-

þò, äëÿ ÷åãî ðåøèì óðàâíåíèÿ 2 � à = a  è 2 � à = a− , îòêóäà
à = 1 è à = 4.

Îòâåò: ïðè a < 0  õ = 2 � à;
ïðè à = 0  õ = 0  è  õ = 2;

ïðè 0 < a < 1;  1 < a < 4;  a > 4  õ = 2 � à;  x = a± ;
ïðè a = 1   x = ±1;
ïðè à = 4    õ = ±2.
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Óïðàæíåíèÿ
1. Óðàâíåíèå õ3 � 2õ � à = 0 èìååò êîðåíü õ = 2. Íàéòè îñòàëü-

íûå êîðíè ýòîãî óðàâíåíèÿ.
2. Îïðåäåëèòü, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ à óðàâíåíèå 2õ3 + 3õ2 � 36õ �

� à + 2 = 0 èìååò ðîâíî äâà êîðíÿ.
3. Â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà ð óêàçàòü òå çíà÷åíèÿ à, äëÿ

êîòîðûõ óðàâíåíèå õ3 � 2ðõ2 + ð = à èìååò ðîâíî äâà êîðíÿ.

Óêàçàíèå. Âûïîëíèòü ïîäñòàíîâêó õ = t
p

3
2

− .

4. Èçâåñòíî, ÷òî óðàâíåíèå x3 + bx + a � 4 = 0 èìååò äâà ðàâíûõ
êîðíÿ, à òðåòèé êîðåíü ðàâåí 2. Íàéòè à è b.

Îòâåòû è ðåøåíèÿ:
1. Äðóãèõ êîðíåé íåò.
2. Ïðè à = 83 è à = �42.

3. Ïðè p > 0  p < a <
27
32

p3 + p; ïðè p < 0 
27
33

p3 + p < a < p; ïðè

ð = 0 ðåøåíèé íåò.
4. (2; �3); (20; �12).
Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó óðàâíåíèå èìååò ñâîèì êîðíåì 2, âûïîëíÿ-

åòñÿ ðàâåíñòâî 8 + 2b + a � 4 = 0, a + 2b = �4. Äàëåå, èñïîëüçóÿ
óñëîâèå êðàòíîñòè êîðíÿ, ïîëó÷àåì 4b3 + 27(a � 4)2 = 0. Èìååì

ñèñòåìó ( )





=−+

−=+

.

,

04274

42
23 ab

ba

Äàëåå, îñòàâëÿÿ îäíó ïåðåìåííóþ, ïîëó÷àåì b3 + 27b2 + 216b + 432 = 0.
Î÷åâèäåí êîðåíü b = �3, òîãäà (b + 3)(b2 + 24b + 144) = 0.
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VIII. ÒÐÈÃÎÍÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß
È ÍÅÐÀÂÅÍÑÒÂÀ Ñ ÏÀÐÀÌÅÒÐÀÌÈ

Ïðè ðåøåíèè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ ñ
ïàðàìåòðàìè áóäåì îñîáîå âíèìàíèå îáðàùàòü íà êîíòðîëüíûå
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ (ñì. ââåäåíèå).

Òàê, äëÿ óðàâíåíèÿ a�sin x = 3 çíà÷åíèå à = 0 � ïåðâîå êîíò-
ðîëüíîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ñîñòàâëÿåì ðàç-
áèåíèå ìíîæåñòâà R. Êîðî÷å ýòî ðàçáèåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
ñëåäóþùåé ñîâîêóïíîñòè: à = 0; à ≠ 0. Åñëè à = 0, òî óðàâíåíèå íå
èìååò ðåøåíèé. Åñëè à ≠ 0, òî óðàâíåíèå a�sin x = 3 ìîæíî ïðåîáðà-

çîâàòü ê âèäó sin x = 
a

3
.

Òàê êàê ¦sin x¦ ≤ 1, òî åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü òå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà,

êîòîðûå îáðàùàþò 
a

3
 â 1 èëè �1, êîíòðîëüíûìè çíà÷åíèÿìè. Òàêèì

îáðàçîì, à = 3, à = �3 � âòîðûå êîíòðîëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà.

Ïðè 



−≤

≥
3

3

a

a ,
 èç óðàâíåíèÿ sin x = 

a

3
 ïîëó÷àåì x = (�1)k arcsin

a

3
 +

+ kπ , k ∈ Z, à ïðè 




≠
<<−

0

33

a

a ,
 óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèé (òàê êàê

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî 1
3 >
a

).

Îòâåò: ïðè (�3; 3) óðàâíåíèå ðåøåíèé íå èìååò;

ïðè ( ] [ )∞+−−∞∈     ;; 33 Ua  x = (�1)k arcsin
a

3
 + kπ , k ∈ Z.

Ïðèìåð 1. Ðåøèòü óðàâíåíèå sin axπ = 0.

Ðåøåíèå. Åñëè à = 0, òî õ � ëþáîå ÷èñëî, òàê êàê èìååì î÷åâèä-

íîå ðàâåíñòâî sin 0 = 0. Åñëè à ≠ 0, òî õ = 
a

n
, ãäå n ∈ Z.

Îòâåò: ïðè à = 0   x ∈ R; ïðè à ≠ 0   õ = 
a

n
, ãäå n ∈ Z.
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Ïðèìåð 2. Ðåøèòü óðàâíåíèå cos (a � 1)x = a.

Ðåøåíèå. Äàííîå óðàâíåíèå áóäåò èìåòü êîðíè, åñëè ¦ à ¦ ≤ 1.
Äàëåå çàìå÷àåì, ÷òî åñëè à = 1, òî cos 0 = 1 � âåðíîå ðàâåíñòâî è
õ � ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî.

Åñëè à ≠ 1, òî õ =
1

1
−

±
a

 arccos a + 
1

2
−
π

a

n
, n ∈ Z.

Îòâåò: ïðè à = 1    x ∈ R;

ïðè à [ )11   ;−∈    õ = 
1

1
−

±
a

arccos a + 
1

2
−
π

a

n
, n ∈ Z;

ïðè à ( ) ( )∞+−−∞∈     ;; 11 U  êîðíåé íåò.
Óìåíèå íàéòè êîíòðîëüíûå çíà÷åíèÿ âî ìíîãîì çàâèñèò îò íà-

áëþäàòåëüíîñòè è ñîîáðàçèòåëüíîñòè ðåøàþùåãî. Ïðè îòûñêàíèè
êîíòðîëüíûõ çíà÷åíèé ñóùåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ òàêæå âûáîð íàè-
áîëåå «óäîáíîãî» óðàâíåíèÿ â öåïè ïðåîáðàçîâàíèé, ïîëó÷àå-
ìûõ èç çàäàííîãî ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì åãî ïðåîáðàçîâàíèè.

Ïðèìåð 3. Ðåøèòü óðàâíåíèå cos (a + x) + cos (a � x)=2sin a.
Ðåøåíèå. Óðàâíåíèå ëåãêî ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó 2cos a cos x = 2sin a.

Åñëè cos a = 0, òî à = π+π
2

l, l ∈ Z,  sin a ≠ 0, è óðàâíåíèå êîðíåé íå

èìååò.
Åñëè cos a ≠ 0;  cos õ = tg a. Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå èìååò êîðíè,

åñëè �1 ≤ tg a ≤ 1, òîãäà nan π+π≤≤π+π−
44

, n ∈ Z

è õ = ±arccos (tg a)+2πk, k ∈ Z.

Îòâåò: ïðè à 



 π+ππ+π−∈ nn

44
  ; , n ∈ Z;

õ =  ±arccos (tg a) + 2πk, k ∈ Z;

ïðè à 




 π+ππ+π∈ mm

4
3

4
  ; , m ∈ Z êîðíåé íåò.

Ïðèìåð 4. Ðåøèòü óðàâíåíèå 4sin x cos2 x = a + sin x.
Ðåøåíèå. Ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ 4sin x cos2 x = a + sin x

äîâîëüíî òðóäíî ñðàçó óâèäåòü êîíòðîëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåò-
ðà. Ïðåîáðàçîâàâ çàäàííîå óðàâíåíèå, èìååì

4sin x cos2 x � sin õ = à;
sin x(4cos2 x � 1) = a;
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sin x(4(1 � sin2 x) � 1) = a;
sin x(3 � 4sin2 x) = a;
3sin x � 4sin3 x = a;
sin 3x = a.
Åñòåñòâåííî, ïîñëåäíåå óðàâíåíèå íàèáîëåå óäîáíî äëÿ îòûñ-

êàíèÿ êîíòðîëüíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà: à = 1, à = �1. Ñ ïîìî-
ùüþ íàéäåííûõ êîíòðîëüíûõ çíà÷åíèé ñîñòàâèì ñëåäóþùåå ðàç-
áèåíèå ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ïàðàìåòðà: a < �1; �1 ≤ a ≤ 1; a > 1. Â
ïåðâîì è ïîñëåäíåì ñëó÷àÿõ óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèé, à íà

îòðåçêå [�1; 1] x =
3
1

 (�1)karcsin a + 
3
kπ

, k ∈ Z.

Îòâåò: ïðè à ( ) ( )∞+−−∞∈     ;; 11 U  êîðíåé íåò;

 ïðè à ∈ [�1; 1] x =
3
1

 (�1)k arcsin a + 
3
kπ

, k ∈ Z.

Ïðèìåð 5.  Ðåøèòü óðàâíåíèå (à � 1)cos x + (a + 1)sin x = 2a.

Ðåøåíèå. Ðàçäåëèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà âûðàæåíèå

( ) ( ) ( )1211 222 +=++− aaa .

Òàê êàê ( ) ( ) 1
12

1

12

1
2

2

2

2
=















+

++














+

−

a

a

a

a
, òî íàéäåòñÿ òàêîå α, ÷òî

sin ( )12

1
2 +

−=α
a

a
, cos 

( )12

1
2 +

+=α
a

a . Èìåííî åñëè à ≥ �1,

òî α = arcsin ( )12

1
2 +

−

a

a
, ïðè à < �1 èìååì −π=α arcsin ( )12

1
2 +

−

a

a
.

Ïîýòîìó sin α cos x + cos α sin x = 
1

2
2 +a

a
, ò. å. sin (x + α) = 

1

2
2 +a

a
.

Ýòî óðàâíåíèå èìååò äåéñòâèòåëüíûå êîðíè ïðè óñëîâèè, ÷òî
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1
1

2
2

≤
+a

a
, ò. å. �1 ≤ à ≤ 1. Â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò òàêîå β, ÷òî

sin β = 
1

2
2 +a

a
. Ïîýòîìó ïðè �1 ≤  à ≤ 1 äàííîå óðàâíåíèå ïðèíè-

ìàåò âèä sin (x + α) = sin β. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî õ = 2πn α−β+ 

èëè õ = 2πk + α−β−π , ãäå {n, k} ∈Z.  Ýòè ðåøåíèÿ ìîæíî ïðåäñòà-

âèòü â âèäå

õ = 2πn + arcsin
1

2
2 +a

a
 � arcsin ( )12

1
2 +

−

a

a
, n ∈ Z, èëè

x = (2k+ 1)π � arcsin 
1

2
2 +a

a
� arcsin ( )12

1
2 +

−

a

a
, k ∈ Z.

Îòâåò: ïðè a [�1;  1]
 
  õ

  =  2
 πn  +  arcsin 

1

2
2 +a

a
  � arcsin 

( )12

1
2 +

−

a

a
,

n ∈ Z,

x = (2k + 1)π � arcsin 
1

2
2 +a

a
 � arcsin ( )12

1
2 +

−

a

a
, k ∈ Z;

ïðè à ( ) ( )∞+−−∞∈     ;; 11 U  êîðíåé íåò.

Ïðèìåð 6. Ðåøèòü óðàâíåíèå sin4 x + cos4 x = a.
Ðåøåíèå. Âûïîëíÿåì î÷åâèäíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ:
sin4 x + cos4 x + 2sin2 x cos2 x � 2sin2 x cos2 x = a;

(sin2 x + cos2 x)2 �
2
1

sin2 2x = a;

2 � sin2 
 2x

 = 2a; sin
2 2x = 2 � 2a; 1 � cos 4x = 4 � 4a; cos 4x = 4a � 3.

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå áóäåò èìåòü ðåøåíèÿ, åñëè ¦4a � 3¦ ≤ 1;

�1 ≤ 4a � 3 ≤ 1; 2 ≤ 4à ≤ 4; 
2
1

≤ à ≤ 1.

Èòàê, åñëè à ∈ 



 1
2
1

  ; , òî õ =
4
1± arccos (4a � 3) +

2
π

k, k ∈ Z.



78

Îòâåò: ïðè à ∈ 



 1
2
1

  ;   õ =
4
1±  arccos (4a � 3)+

2
π

k, k ∈ Z;

ïðè à ( )∞+




 ∞−∈     ;; 1

2
1

U  ðåøåíèé íåò.

Äàëåå ïðåâðàòèì óæå ðåøåííîå óðàâíåíèå â íåðàâåíñòâî (òàê ìû
ïîñòóïàëè â ïåðâûõ ðàçäåëàõ ýòîãî ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêîãî ïîñîáèÿ).

Ïðèìåð 7. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî sin4 x + cos4 x < a.

Ðåøåíèå.

I  ñ ï î ñ î á. Ïðèìåíèâ ôîðìóëû ïîíèæåíèÿ ñòåïåíè, ïîëó÷èì

a
xx <





 ++





 − 22

2
21

2
21 coscos

 è äàëåå cos2 2x < 2a � 1.                         (*)

Òàê êàê 0 ≤ cos2 2x ≤ 1, òî êîíòðîëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà íàé-

äåì èç óñëîâèé 2à � 1 = 0; 2à � 1 = 1 � ýòî çíà÷åíèÿ à = 2
1

 è à =

1. Ðàññìîòðèì íåðàâåíñòâî (*) â êàæäîì èç ñëåäóþùèõ ïÿòè ñëó÷àåâ:

à < 
2
1

; à = 
2
1

; 
2
1

 < à < 1; à = 1 è à > 1.

1) à < 
2
1

. Òîãäà 2à � 1 < 0 è íåðàâåíñòâî (*) íå èìååò ðåøåíèé.

2) à = 
2
1

. Íåðàâåíñòâî (*) ïðèíèìàåò âèä cos2 2x < 0; ýòî

íåðàâåíñòâî ðåøåíèé íå èìååò.

3) 
2
1

< à < 1. Òîãäà 0 < 2a � 1 < 1 è íåðàâåíñòâî (*) ñâîäèòñÿ

ê äâîéíîìó íåðàâåíñòâó 12212 −<<−− axa cos .
Ñ ïîìîùüþ åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè íàõîäèì

( ) naxan π+−−<<−+π     12212 arccosarccos , ò. å.

( )
2

12
2
1

12
2
1

2
n

axa
n π+−−<<−+π

      arccosarccos ,

n ∈ Z  (ñì. ðèñóíîê).
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4) à = 1. Òîãäà íåðàâåíñòâî (*) ïðèíèìàåò âèä cos2 2x < 1, ÷òî
âåðíî äëÿ âñåõ õ, çà èñêëþ÷åíèåì òåõ çíà÷åíèé õ, êîãäà cos2 2x = 1,

ò. å. õ 
2
nπ≠ ; n ∈ Z.

5) à > 1. Â ýòîì ñëó÷àå 2a � 1 > 1 è íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ
âñåõ õ.

Îòâåò:ïðè à ≤
2
1

ðåøåíèé íåò;

ïðè 
2
1

< à ≤  1

( )
2

12
2
1

12
2
1

2
n

axa
n π+−−<<−+π

      arccosarccos ,  n  ∈ Z ;

ïðè à > 1  õ ( )∞+−∞∈   ; .

Çàìå÷àíèå. Ïðè çàïèñè îòâåòà ïðîâåäåíî îáúåäèíåíèå ðåøåíèé.

II  ñ ï î ñ î á. Ïðèìåíèâ ôîðìóëû ïîíèæåíèÿ ñòåïåíè, ïîëó÷èì

a
xx <





 ++





 − 22

2
21

2
21 coscos

, cos2 2x < 2a � 1,

äàëåå 12
2

41 −<+
a

xcos
; cos 4x < 4a � 3.

Åñëè 4a � 3 > 1, a > 1, òî x ∈R;
åñëè 4a � 3 ≤ �1, a ≤ 0,5, òî ðåøåíèé íåò;
åñëè 0,5 < a ≤ 1,
arccos (4a � 3) + 2πn ≤ 4x ≤ 2π � arccos (4a � 3) + 2πn, n ∈ Z;
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4
1

arccos (4a � 3) +
2
1

 πn ≤ x ≤ �
4
1

arccos (4a � 3) + 2
1

π(n + 1), n ∈ Z.

Ïðèìå÷àíèå. Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ðàçëè÷íûå ñïîñîáû
ðåøåíèÿ äàþò ðàçëè÷íóþ çàïèñü îòâåòà.

Ïðèìåð 8. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî asin2 x + 2cos x � a + 1 > 0.

Ðåøåíèå. Íåðàâåíñòâî ëåãêî ïðèâîäèòñÿ ê âèäó
acos2 x � 2cos x � 1 < 0.                                                              (1)
Åñëè à = 0, òî èìååì 2cos x + 1 > 0, îòêóäà ïîëó÷àåì

mxm π+π<<π+π− 2
3
2

2
3
2

, ãäå m ∈Z.

Ïðè à ≠ 0 ïîëîæèì cos x = z. Ïîëó÷àåì ñèñòåìó íåðàâåíñòâ







≤≤−
<−−

.

,

11

0122

z

zza
(2)

Ðàçëè÷íûå âîçìîæíûå ñëó÷àè îïðåäåëÿþòñÿ çíàêàìè ôóíêöèè
f(z) = az2 � 2z � 1 â òî÷êàõ �1 è 1, çíàêîì à è ïîëîæåíèåì è
çíà÷åíèåì ýêñòðåìóìà ôóíêöèè ó = f(z). Èìååì: f(�1) = a + 1,
f(1) = a � 3. Äàëåå, òàê êàê f′(z) = 2az � 2, ýêñòðåìóì ôóíêöèè

íàõîäèòñÿ â òî÷êå z =
a

1
 è ÿâëÿåòñÿ ìèíèìóìîì ïðè a > 0, ìàê-

ñèìóìîì ïðè a < 0. Çíà÷åíèå ôóíêöèè â òî÷êå ýêñòðåìóìà ðàâíî

a

a 1+− . Óðàâíåíèå az2 � 2z � 1 = 0 èìååò äåéñòâèòåëüíûå êîðíè ïðè

a > �1, ïðè÷åì ýòè êîðíè ðàâíû:

z1 = 
a

a+− 11
;  z2 = 

a

a++ 11
.

Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f(z)=az2 � 2z � 1 â òî÷êàõ �1 è 1 è â òî÷êå
ýêñòðåìóìà ìåíÿþò çíàê ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ à: �1, 0, 1 è 3.
Ïîýòîìó ðàçîáúåì ÷èñëîâóþ ïðÿìóþ íà ñëåäóþùèå ïðîìåæóòêè:
(�∞; �1); (�1; 0); (0; 3); (3; +∞).

Ïðè a < �1  f( �1) è f(1) îòðèöàòåëüíû, îòðèöàòåëüíî è çíà÷å-

íèå ýêñòðåìóìà, íàõîäÿùåãîñÿ â òî÷êå 
a

1
ïðîìåæóòêà (�1; 1). Â ýòîì

ñëó÷àå ôóíêöèÿ ó = f(z) îòðèöàòåëüíà âî âñåõ òî÷êàõ îòðåçêà [�1; 1].
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Ïðè �1 < a < 0 çíà÷åíèå ôóíêöèè ïîëîæèòåëüíî ïðè z = �1 è
îòðèöàòåëüíî ïðè z = 1. Òî÷êà ýêñòðåìóìà ëåæèò âíå îòðåçêà. Ïî-
ýòîìó ôóíêöèÿ èìååò îäèí êîðåíü íà îòðåçêå [�1; 1], à èìåííî z1.
Ïîýòîìó ôóíêöèÿ ó = f(z) îòðèöàòåëüíà íà ïðîìåæóòêå (z1; 1).

Ïðè 0 < a < 3 äåëî îáñòîèò àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.
Ïóñòü òåïåðü à > 3. Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ ó = f(z) ïîëîæèòåëü-

íà íà êîíöàõ îòðåçêà [�1; 1], èìååì íà ýòîì îòðåçêå òî÷êó ìèíè-
ìóìà, ïðè÷åì åå çíà÷åíèå â ýòîé òî÷êå îòðèöàòåëüíî. Ïîýòîìó
íåðàâåíñòâî f(z)<0 èìååò ìåñòî íà ïðîìåæóòêå (z1; z2).

Èòàê, ìû âûÿñíèëè, êàêîâî ðåøåíèå ñèñòåìû (2). Âîçâðàùà-
ÿñü ê íåðàâåíñòâó (1), ïîëó÷àåì îòâåò.

Îòâåò: ïðè à ∈ (�∞; �1) õ � ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî;
ïðè à = �1 õ ≠ π (2k + 1), k ∈ Z;

ïðè a = 0  π+π− 2
3
2

m < x < π+π
2

3
2

m,  m ∈ Z;

ïðè à = 3  2πn � arccos 




 −

3
1

 < x < 2πn + arccos 




−

3
1

, n ∈ Z;

ïðè à ∈ (�1;  0)U  (0; 3) 2π l � arccos  z1 < x <2π l+arccos  z1, l ∈  Z;
ïðè à ∈ (3; +∞) 2πð � arccos z1 < x < 2πp + arccos z2, p ∈Z
èëè 2πq + arccos z2 < x < 2πq + arccos z1, q ∈Z,

ãäå z1 = ( )11
2
1 +− a , z2 = ( )11

2
1 ++ a .

Ðåøèì åùå íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ óðàâíåíèé.

Ïðèìåð 9.  Ðåøèòü óðàâíåíèå sin 4x = atg x.

Ðåøåíèå. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ óðàâíåíèÿ çàäàåòñÿ íåðàâåíñòâîì

õ π+π≠
2

m, m ∈Z. Ïðåîáðàçóåì èñõîäíîå óðàâíåíèå:

4sin x cos x cos 2x � asin x = 0;
sin x(8cos4 x � 4cos2 x � a) = 0.
Óðàâíåíèå sin x = 0 äàåò x = πn, n ∈ Z. Çàìåòèì, ÷òî ýòîò ðåçóëü-

òàò íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà à, ò. å. a ∈R. Áèêâàäðàòíîå óðàâíåíèå
îòíîñèòåëüíî cos2 õ  8cos4 x � 4cos2 x � a = 0 áóäåò èìåòü ðåøåíèå,
åñëè äèñêðèìèíàíò åãî áóäåò íåîòðèöàòåëüíûì, ò. å. ïðè âû-

ïîëíåíèè óñëîâèÿ 1 + 2à ≥  0, à ≥ �
1

2
. Èòàê, cos2 x = 

1 1 2

4

a± +
,

íî 0 ≤ cos2 x ≤ 1.
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Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà:

1) 0 ≤ 
1 1 2

4

a− +
≤ 1; 0 ≤ 1 1 2a− + ≤ 4; �1 ≤ 1 2a− + ≤ 3;

�3  ≤ 1 2a+  ≤  1;  òîãäà 0  ≤ 1 2a+  ≤  1;  0  ≤  1 + 2à  ≤  1;  �1 ≤  2à  ≤  0;

�
1

2
 ≤  à  ≤ 0.

Ïîëó÷àåì cos x =
1 1 2

4

a− +± ;

x = ±arccos 
1 1 2

4

a − + ±
  

+2πk, k ∈ Z.

2) 0 ≤
1 1 2

4

a+ +
 ≤  1;  0 ≤ 1 1 2a+ +  ≤  4; �1  ≤ 1 2a+  ≤  3;

0  ≤ 1 2a+  ≤  3;  0 ≤ 1 + 2a ≤  9; �1 ≤ 2a ≤  8; �
1

2
 ≤  a ≤ 2.

Ïîëó÷àåì cos x = 
1 1 2

4

a+ +± ;

x = ±arccos 
1 1 2

4

a + + ±
  

+ 2πl, l ∈ Z.

Îòâåò: ïðè à ( )1
; 4;

2
 ∈ −∞ + ∞  

U  �    õ = πn, n ∈ Z;

ïðè à 1
; 0

2
 ∈ −  

  õ = πn, n ∈ Z;

x = ±arccos 
1 1 2

4

a − + ±
  

+ 2πk, k ∈ Z;

x = ±arccos 
1 1 2

4

a + + ±
  

+ 2πl, l ∈ Z;
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ïðè à ∈ ( ]0; 4  õ = πn, n ∈ Z;

x = ±arccos 

1 1 2

4

a + + ±
  

+ 2πl, l ∈ Z.

Çàìå÷àíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî âñå êîðíè âõîäÿò â îáëàñòü îïðåäåëå-
íèÿ óðàâíåíèÿ.

Ðàññìîòðèì åùå îäèí âîçìîæíûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ.

Èòàê, cos2 x = 
1 1 2

4

a± +
. Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó ïîíèæåíèÿ ñòå-

ïåíè, ïîëó÷èì 
1 cos2 1 1 2

2 4

x a+ ± += ;  
1 1 2

1 cos2
2

a
x

± ++ = ;

1 1 2
cos2

2

a
x

− ± += .

1) 
1 1 2

cos2
2

a
x

− − += . Ýòî óðàâíåíèå èìååò êîðíè, åñëè

1 + 2à ≥  0, à ≥  �
1

2
:

�1 ≤ 
1 1 2

2

a− − +
≤ 0; �1 ≤ 1 2a− +  ≤ 1; �1 ≤ 1 2a+  ≤  1; �

1

2  ≤  à  ≤  0.

Ïðè à 1
; 0

2
 ∈ −  

   õ = ± 
2
1

arccos 
1 1 2

2

a− − +
+ πn, n ∈ Z.

2) cos 2õ = 
1 1 2

2

a− + +
. Ýòî óðàâíåíèå èìååò êîðíè, åñëè

�1 ≤ 
1 1 2

2

a− + +  ≤ 1,

òîãäà ïðè �
2
1

≤ à ≤ 4  õ = ±
2
1

arccos 
1 1 2

2

a− − +
+ πk, k ∈ Z.

Äàëåå ìîæíî äåëàòü âûâîäû î êîëè÷åñòâå êîðíåé íà êàæäîì èç
ðàññìîòðåííûõ ïðîìåæóòêîâ�...
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Ïðèìåð 10. Ðåøèòü óðàâíåíèå cos (a + x)= 
x

a

cos

cos
.                   (1)

Ðåøåíèå. Óìíîæèâ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà cos x, ïîëó÷èì:
cos x cos (a + x) = cos a  è äàëåå
cos (x + a + x) + cos (x � a � x) = 2cos a, ò. å. cos (2x + a) = cos a. (2)

Èç óðàâíåíèÿ (2) íàõîäèì (èñïîëüçóÿ óñëîâèå ðàâåíñòâà êîñèíóñîâ)

2õ + à = ±à + 2πk, k ∈ Z,

îòêóäà ïîëó÷àåì

õ = πn, x = �a + πk, {n, k} ∈ Z. (3)

Ïðîâåðêà. Â ïðîöåññå ðåøåíèÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (1) ìû âû-

ïîëíèëè óìíîæåíèå îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ íà )(xϕ = cos x, ÷òî
ïðèâåëî ê ðàñøèðåíèþ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ óðàâíåíèÿ, à çíà÷èò,
è ìîãëî ïðèâåñòè ê ïîÿâëåíèþ ïîñòîðîííèõ êîðíåé. Îòáåðåì èç
íàéäåííîé ñîâîêóïíîñòè ñåìåéñòâ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2) òàêèå
ñåìåéñòâà, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (1). Äëÿ ýòîãî
èñêëþ÷èì èç ñîâîêóïíîñòè ñåìåéñòâ (3) çíà÷åíèÿ õ, ïðè êîòîðûõ

cos x = 0, ò. å. çíà÷åíèÿ õ = π+π
2

m, m ∈ Z. ßñíî, ÷òî ñåìåéñòâà

õ = πn è õ = π+π
2

m íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Ïîëàãàÿ äàëåå �a + πk = π+π
2

m,

íàõîäèì à = 
2
π

(�1 + 2k + 2m).

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñåìåéñòâî õ = �a + πk  ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì

óðàâíåíèÿ (1) ëèøü ïðè çíà÷åíèÿõ à ≠ 
2
π

 (2k + 2m � 1), èëè,

êîðî÷å, ïðè à ≠ 
2
π

(2ð � 1), ãäå p = m + k, p ∈ Z.

Îòâåò: ïðè à =  
2
π

(2ð � 1)   x = πk, {k, p} ∈ Z;

ïðè à ≠ 
2
π

(2ð � 1) 



π+−=

π=
,

,

max

nx
 {p, n, m} ∈ Z.
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Ïðèìåð 11.  Ðåøèòü óðàâíåíèå
(a � 1)sin2 x � 2(a + 1)sin x + 2a � 1 = 0.                                    (1)
Ðåøåíèå. Ïîëîæèì sin x = ó, òîãäà óðàâíåíèå (1) ïðèìåò âèä
(a � 1)ó2 � 2(a + 1)ó + 2a � 1 = 0.                                             (2)
Ïåðâûì êîíòðîëüíûì çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà à áóäåò çíà÷åíèå

à = 1, êîòîðîå îáðàùàåò â íóëü êîýôôèöèåíò ïðè ó2. Ýòî çíà÷å-
íèå ïîçâîëÿåò ñîñòàâèòü ñëåäóþùåå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà çíà÷åíèé
ïàðàìåòðà: à = 1; à ≠ 1.

Ïðè à = 1 óðàâíåíèå (2) ïðèíèìàåò âèä
�4ó + 1 = 0,

îòêóäà íàõîäèì ó = 
4
1

, ò. å. sin x = 
4
1

, è, ñëåäîâàòåëüíî,

õ = (�1)n arcsin 
4
1

 + πn, n ∈ Z.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà à ≠ 1. Íàéäåì äèñêðèìèíàíò
óðàâíåíèÿ (2). Èìååì D = (a + 1)2 � (a � 1)(2a � 1) = �a2 + 5a.

Íàçîâåì âòîðûìè êîíòðîëüíûìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðà à òå,
ïðè êîòîðûõ D = 0. Ýòî áóäóò çíà÷åíèÿ à = 0, à = 5. Çàìåòèì, ÷òî
D < 0, åñëè a < 0; a > 5 è D ≥  0, åñëè 0 ≤ à ≤ 5.

Â ñëó÷àå 



>
<

5

0

a

a ,
 óðàâíåíèå (2) íå èìååò ðåøåíèé.

Â ñëó÷àå 



≠

≤≤
1

50

a

a ,
 êâàäðàòíîå óðàâíåíèå èìååò äâà äåéñòâè-

òåëüíûõ êîðíÿ: ó1, 2 = 
1
51 2

−
−±+

a

aaa
.

Òàê êàê ó = sin x, òî äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùèå íåðàâåí-
ñòâà: �1 ≤ ó1 ≤ 1; �1 ≤ ó2 ≤ 1. Âûÿñíèì, åñòü ëè òàêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåò-

ðà à (èç ðàññìàòðèâàåìîãî ìíîæåñòâà 




≠
≤≤

1

50

a

a ,
), êîòîðûå óäîâëåòâî-

ðÿþò ñèñòåìå íåðàâåíñòâ õ, ò. å. ñèñòåìå �1 ≤ ó1 ≤ 1 èëè ñèñòåìå











≤++

≥++

1.
1

51

–1,
1

51

2

2

–a

a–aa

–a

a–aa

                 (3)
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Ñèñòåìà íåðàâåíñòâ, â ñâîþ î÷åðåäü, ðàâíîñèëüíà ñëåäóþùåé
ñîâîêóïíîñòè ñèñòåì íåðàâåíñòâ:

























−≥−++

−≤−++

<−










−≤−++

−≥−++

>−

.

,

,

;

,

,

151

151

01

151

151

01

2

2

2

2

aaaa

aaaa

a

aaaa

aaaa

a

                 (4)

Ðåøèâ ïåðâóþ ñèñòåìó ñîâîêóïíîñòè (4), èìååì










−≤−

−≥−

>

.

,

,

25

25

1

2

2

aa

aaa

a

       (5)

Ïîñêîëüêó ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñèñòåìû (5) íå èìååò ðåøå-
íèé, ñèñòåìà (5) ðåøåíèé íå èìååò.

Ðåøèâ âòîðóþ ñèñòåìó ñîâîêóïíîñòè (4), èìååì










−≥−

−≤−

<

.

,

,

25

25

1

2

2

aa

aaa

a

(6)

Òàê êàê âòîðîå íåðàâåíñòâî ñèñòåìû (6) íå èìååò ðåøåíèé, ñèñ-
òåìà (6) ðåøåíèé íå èìååò.

Èòàê, çíà÷åíèé ïàðàìåòðà à, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñèñòåìå (3), íåò.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî óðàâíåíèå sin x =
1
51 2

−
−++

a

aaa
 íå èìååò ðåøåíèé.

Òåïåðü áóäåì èñêàòü çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à èç ðàññìàòðèâàåìîãî

ìíîæåñòâà 




≠
≤≤

,

,

1

50

a

a
 êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå íåðàâåíñòâ

�1 ≤ ó2 ≤ 1, ò. å. ñèñòåìå
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









≤+

≥+

.
1–

–5–1

,–
1–

–5–1

2

2

1

1

a

aaa

a

aaa

 (7)

Ñèñòåìà (7), â ñâîþ î÷åðåäü, ðàâíîñèëüíà ñëåäóþùåé ñîâî-
êóïíîñòè ñèñòåì íåðàâåíñòâ:

























−≥−−+

−≤−−+

<−










−≤−−+

−≥−−+

>−

.

,

,

;

,

,

151

151

01

151

151

01

2

2

2

2

aaaa

aaaa

a

aaaa

aaaa

a

 (8)

Ðåøèì ïåðâóþ ñèñòåìó ñîâîêóïíîñòè (8). Èìååì










≥−

≤−

>

,

,

,

25

25

1

2

2

aa

aaa

a

è äàëåå









≥−

≤−

>

,

,

,

45

45

1

2

22

aa

aaa

a

îòêóäà íàõîäèì 1 < a ≤ 4.
Ðåøèì âòîðóþ ñèñòåìó ñîâîêóïíîñòè (8). Èìååì










≤−

≥−

<

,

,

,

25

25

1

2

2

aa

aaa

a
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èëè äàëåå (òàê êàê à ≥ 0),









≤−

≥−

<

,

,

,

45

45

1

2

22

aa

aaa

a

îòêóäà íàõîäèì 0 ≤ a < 1.
Èòàê, ñîâîêóïíîñòü ñèñòåì (8), à ñëåäîâàòåëüíî, è ñèñòåìà

(4) èìåþò ðåøåíèÿ: 0 ≤ a < 1, 1 < a ≤  4. Ýòî çíà÷èò, ÷òî íà

ìíîæåñòâå 




≠
≤≤

1

50

a

a ,
 óðàâíåíèå sin x = 

1
51 2

−
−−+

a

aaa
(9) èìååò

ðåøåíèÿ òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè 




≠
≤≤

.

,

1

40

a

a

Ýòî ðåøåíèå òàêîâî: õ = (�1)n arcsin 
1
51 2

−
−−+

a

aaa
+ πk, k ∈Z.

Åñëè æå 4 < a ≤ 5, òî óðàâíåíèå (9), à ñ íèì è óðàâíåíèå (1) íå
èìåþò ðåøåíèé.

Îòâåò:  ïðè à = 1 õ = (�1)n arcsin
4
1

 + πn, n ∈Z;

 ïðè à [ ) ( ]4110     ;; U∈  õ  =  (�1)n arcsin 
1
51 2

−
−−+

a

aaa
+ πk,

 k ∈ Z;

 ïðè à ( ) ( )∞+−∞∈     ;; 40 U  óðàâíåíèå (1) íå èìååò ðåøåíèé.

Ïðèìåð 12. Ðåøèòü óðàâíåíèå 2(sin2 2x � a sin2 x) = a2 ïðè âñåõ
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà à.

Ðåøåíèå. Èñõîäíîå óðàâíåíèå ëåãêî ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

( ) 22

2
21

212 a
xa

x =




 −−− cos

cos ;

2(1 � cos2 2x) � a(1 � cos 2x) = a2;
2cos2 2x � acos 2x + a2 + a � 2 = 0.
Ïîëàãàÿ cos 2x = t, t ∈[�1; 1], ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ
2t2 � at + a2 + a � 2 = 0.                                                           (*)
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Îïðåäåëèì òå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à, ïðè êîòîðûõ îáà êîðíÿ
ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðèíàäëåæàò îòðåçêó [�1; 1]:











<<−
>

>−
≥

;

,)(

,)(

,

11

01

01

0

â
t

f

f

D














<<−

>−++−

>−+++

≥+−−

;

,

,

,

1
4

1

022

022

01688

2

2

22

a

aaa

aaa

aaa













<<−
>+

>

≤−+

;

,

,

,

44

02

0

01687

2

2

2

a

aa

a

aa
















<<−





−<

>
≠

+−≤≤−−

44

2

0

0
7

284

7

284

a

a

a

a

a

Ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ à  t = 
4

1687 2 +−−± aaa ,

ños 2x = 
4

7816 2aaa −−±
;  x = ± 

2
1

arccos π+−−±
4

7816 2aaa
k, k  ∈ Z.

 ,

 ,

 ,

 ;

 ; îòêóäà à 









 +−











−+−∈

7
284

02
7

284
    ;; U .
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Ïðè à = �2  2t2 + 2t + 4 � 2 � 2 = 0; t = 0 è cos 2x = 0,

òîãäà 2õ = π+π
2

k, õ = 
24
π+π

k, k ∈ Z.

Îïðåäåëèì òå çíà÷åíèÿ à, ïðè êîòîðûõ ìåíüøèé êîðåíü óðàâ-
íåíèÿ (*) ïðèíàäëåæèò ïðîìåæóòêó [�1; 1]. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäè-
ìî ðåøèòü ñèñòåìó íåðàâåíñòâ







<

>+
⇔





<
>−

.

,

)(

,)(

0

02

01

01
2

2

a

aa

f

f
 Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà ñèñòåìà ðåøåíèé íå èìååò.

Òåïåðü îïðåäåëèì òå çíà÷åíèÿ à, ïðè êîòîðûõ áîëüøèé êîðåíü
óðàâíåíèÿ (*) ïðèíàäëåæèò îòðåçêó [�1; 1]. Ïðè ýòîì äîëæíà èìåòü
ðåøåíèÿ ñèñòåìà íåðàâåíñòâ







>

<+
⇔





>
<−

.

,

)(

,)(

0

02

01

01
2

2

a

aa

f

f

Ðåøåíèå ñèñòåìû íåðàâåíñòâ �2 < a < 0 äàåò t = 
4

7816 2aaa −−+ ;

x = ±
2
1

 arccos π+−−+
4

7816 2aaa
k, k ∈Z.

Îòâåò: ïðè à ∈ 










∞+−










 +−∞−     ;;
7

428
7

284
U  óðàâíåíèå

ðåøåíèé íå èìååò;

ïðè à 










 +−











−+−∈

7
284

02
7

284
    ;; U

x = ±
2
1

 arccos π+−−±
4

7816 2aaa
k, k ∈Z;

ïðè �2 < a < 0  x = ±
2
1

 arccos π+−−+
4

7816 2aaa
k, k ∈Z;

ïðè à = �2   õ = 
24
π+π

k, k ∈ Z;

ïðè à = 0   õ = nπ
2
1

, n ∈ Z.
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Ïðèìåð 13. Ðåøèòü óðàâíåíèå sin a�sin x = cos b (*) ïðè âñåõ
äåéñòâèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ.

Ðåøåíèå. Çäåñü êîíòðîëüíûìè ÿâëÿþòñÿ òå çíà÷åíèÿ ïàðàìåò-
ðà à, ïðè êîòîðûõ sin a = 0, ò. å. çíà÷åíèÿ à = πn, n ∈ Z. Åñëè äàëåå
sin a = 0, òî êîíòðîëüíûìè áóäåì ñ÷èòàòü òå çíà÷åíèÿ b, ïðè êîòîðûõ

cos b = 0, ò. å. b = π+π
2

k, k ∈ Z. Íàêîíåö, åñëè sin a ≠ 0, òî óðàâíåíèå

(*) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó sin x =
a

b

sin

cos
, è çäåñü óæå ïðèäåòñÿ îòìåòèòü

êîíòðîëüíóþ çàâèñèìîñòü ìåæäó ïàðàìåòðàìè a, b:

1=
a

b

sin

cos
.

Â ðåçóëüòàòå äëÿ óðàâíåíèÿ (*) ìîæíî ñîñòàâèòü ðàçáèåíèå ìíî-
æåñòâà çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ a, b â âèäå ñëåäóþùåé ñîâîêóïíîñòè:

= ð ,

ð
= + ð ;

2

= ð ,

ð
+ ð ;

2

= ð ,

cos
>1;

sin

ð ,

cos
1,

sin




 ≠





 ≠

 ≤

a n

b k

a n

b k

a n

b

a

a n

b

a

Äëÿ ïåðâîé ñèñòåìû ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (*) ÿâëÿåòñÿ ëþáîå
äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Âòîðàÿ è òðåòüÿ ñèñòåìû ãîâîðÿò î òîì, ÷òî
óðàâíåíèå ðåøåíèé íå èìååò. Äëÿ ÷åòâåðòîé ñèñòåìû ïîëó÷èì

x = (�1)marcsin π+






a

b

sin

cos
m, m ∈ Z.

n ∈Z, k ∈ Z.
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Óïðàæíåíèÿ
Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèÿ èìåþò

ðîâíî îäèí êîðåíü.
1. (õ � 1)arcsin (x � a) = 0.
2. (a2 � 5a + 6)sin x = a � 3 íà [0; 2π].

3. 
( )( )

0
1

2
=−−

x

xax

sin
.

Ñêîëüêî êîðíåé èìåþò óðàâíåíèÿ íà óêàçàííîì ïðîìåæóòêå
â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà à ?

4. cos2 x + cos x = a íà [0; 2π].

5. a
x

x =
+
−
1
1

cos

cos
 íà 



 π− 0

2
  ; .

Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ à óðàâíåíèå (1) ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ (2)?
6. sin2 x = 1 (1); asin x = 1 (2).
7. sin 3x + cos 5x � cos 3x = a (1); sin x = asin x2 (2).

8. Ðåøèòü óðàâíåíèå cos2 x = asin2  




 −π

24
x

ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ

ïàðàìåòðà à.
Óêàçàíèå. Óðàâíåíèå ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó 2(1 � sin2 x) = a(1� sin x).

9. Ðåøèòü óðàâíåíèå 4sin2 




 +π

x
4  = (3a � sin 2x)2.

Óêàçàíèå. Óðàâíåíèå ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó
sin2 2x � 2(1 + 3a)sin 2x + 9a2 � 2 = 0, ïîëîæèòü sin 2x = t è
âîñïîëüçîâàòüñÿ óñëîâèåì ïðèíàäëåæíîñòè êîðíåé ïîñëåäíåãî óðàâ-
íåíèÿ ïðîìåæóòêó [�1; 1].

10. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ à íåðàâåíñòâî sin2 x � 2asin x + 4a � 3 ≥0
âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ õ?

11. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ à íåðàâåíñòâî

cos2 x � 2(a � 3)cos x + 2a + 9 ≥ 0 âûïîëíÿåòñÿ íà îòðåçêå 



 π

3
0   ; ?

Îòâåòû (âî âñåõ ïðèìåðàõ k, l, m, n öåëûå):

1. (�∞; 0)U {1} U (2; +∞).
2. {1}.

3. {1}U πk.
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4. Ïðè à ( )∞+




 −∞−∈     ;; 2

4
1

U  ðåøåíèé íåò; ïðè à ( ]20
4
1

  ;U






−∈ �

äâà ðåøåíèÿ; ïðè à = 0 � òðè ðåøåíèÿ; ïðè à 




−∈ 0

4
1

  ; � ÷åòûðå

ðåøåíèÿ.

5. Ïðè à ( ) ( )∞+−−∞∈     ;; 01 U � ðåøåíèé íåò; ïðè à∈[�1; 0] �
îäíî ðåøåíèå.

6. {�1; 1].
7. a = 0.
Óêàçàíèå. Çàìåòüòå, ÷òî õ = 0 � êîðåíü óðàâíåíèÿ (2).

8. Ïðè à ( ) ( )∞+−∞∈     ;; 40 U  õ = π+π
2

2
k, k ∈Z;

ïðè a ∈ [0; 4] õ = π+π
2

2
k, k ∈Z è x = (�1)narcsin π+





 −1
2
a

n, n ∈Z.

9. Ïðè à ( )∞+




 −∞−∈     ;; 1

2
1

U  ðåøåíèé íåò;

ïðè à 



 −−∈

3
1

2
1

  ; õ = 
( )

2
1 k−

 arcsin ( )
2

3613
k

õaà
π++±+ , k ∈Z;

ïðè à 



−∈ 1

3
1

  ; õ = 
( )

2
1 n−

 arcsin ( )
2

3613
k

õaà
π+++ – , ò ∈Z.

10. à ∈ [1; +∞].

11. à 




 ∞+−∈   ;

4
1

12 .
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IX. ÐÅØÅÍÈÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ, ÑÎÄÅÐÆÀÙÈÕ
ÇÍÀÊ ÌÎÄÓËß, ÏÐÈ ÍÀËÈ×ÈÈ ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÂ

1. Àíàëèòè÷åñêèé ñïîñîá

Ïðèìåð 1. Ðåøèòü óðàâíåíèå ¦õ � à¦ = à + 3.
Ðåøåíèå. Ïðè à + 3 < 0, ò. å. ïðè à < � 3, óðàâíåíèå êîðíåé íå

èìååò. Ïðè à = �3 óðàâíåíèå èìååò êîðåíü õ = �3. Ïðè à > �3
óðàâíåíèå ðàñïàäàåòñÿ íà äâà: õ � à = à + 3 èëè õ � à = � à � 3,
îòêóäà õ = 2à + 3 è õ = �3.

Îòâåò: ïðè à < �3 êîðíåé íåò; ïðè à = �3  õ = �3; ïðè à > �3
õ = �3 è õ = 2à + 3.

Ïðèìåð 2. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ à íàéòè ÷èñëî êîðíåé óðàâíå-
íèÿ ¦õ � 1¦ = àõ + 2.

Ðåøåíèå. 1. Ïóñòü õ ≥ 1, òîãäà õ � 1 = àõ + 2; (à � 1)õ = �3 è

õ = 
a−1

3
 ïðè à ≠ 1. Ïðîâåðèì, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ à âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî õ ≥ 1:

0
1
2

1
1

3 ≥
−
+≥

− a

a

a
  ; ;  �2 ≤ à < 1.

2. Ïóñòü õ ≤ 1, òîãäà �õ + 1 = àõ + 2, (à + 1)õ = �1, õ =
1

1

+
−

a
ïðè à ≠ �1. Ïðîâåðèì, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ à âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-

ñòâî 0
1
2

1
1

1 ≥
+
+≤

+
−

a

a

a
  ; , îòêóäà à ∈(�∞; �2] U (�1; +∞).

Çàíåñåì ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ â òàáëèöó.
Çàìå÷àíèå. Àâòîðû óìûøëåííî çíà÷åíèå à = �2 âêëþ÷èëè â äâà

ðàññìàòðèâàåìûõ ïðîìåæóòêà, ÷òî ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ïðîâåðêó âû-

ïîëíåíèÿ çàäàíèÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè à = �2 
1

1

1

3

+
−=

− aa
, è

óðàâíåíèå èìååò îäèí êîðåíü. Äàëåå áóäåò äàíî ãðàôè÷åñêîå ðå-
øåíèå ýòîãî óïðàæíåíèÿ.
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(«�» îçíà÷àåò íå êîðåíü, «+» îçíà÷àåò êîðåíü)

Îòâåò: ïðè à ∈ (�∞; �1]U [1; +∞) óðàâíåíèå èìååò îäèí êî-
ðåíü, ïðè à ∈ (�1; 1) äâà êîðíÿ.

Ïðèìåð 3. Ðåøèòü óðàâíåíèå ¦õ + 3¦ � à ¦õ � 1¦ = 4.
Ðåøåíèå. Ïîäìîäóëüíûå âûðàæåíèÿ îáðàùàþòñÿ â íóëü ïðè

õ = �3 è õ = 1.
Ïóñòü õ < �3, òîãäà �õ � 3 + àõ � à = 4, õ(à � 1) = à + 7,

õ = 
1
7

−
+

a

a
 ïðè à ≠ 1. Íàéäåì òå çíà÷åíèÿ à, ïðè êîòîðûõ

0
1
1

0
1
44

3
1
7 <

−
+<

−
+−<

−
+

a

a

a

a

a

a
    ;; . Î÷åâèäíî, ÷òî ¦à¦ < 1.

Ïóñòü �3 ≤ õ ≤ 1, òîãäà ïîëó÷àåì óðàâíåíèå õ + 3 + àõ � à = 4,
õ(à + 1) = à + 1, è åñëè à = �1, òî �3 ≤ õ ≤ 1 � ðåøåíèå äàííîãî
óðàâíåíèÿ; åñëè à  ≠ �1, òî õ = 1.

Ðàññìàòðèâàÿ ñëó÷àé, êîãäà õ > 1, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå
õ + 3 � àõ + à = 4, õ(1 � à) = 1 � à. Åñëè à = 1, ðåøåíèåì
óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ õ > 1; åñëè à  ≠ 1, òî õ = 1.

Îòâåò: ïðè à = 1   õ > 1; ïðè à = �1   �3 ≤ õ ≤ 1; ïðè ¦à¦ < 1

õ = 1 è õ = 
1

7
−
+

a

a
; ïðè ¦à¦ > 1    õ = 1.

Óïðàæíåíèå
Ðåøèòü óðàâíåíèÿ:

1. õ2 + ¦õ¦ + à = 0.

2. 144¦õ¦ � 2�12¦õ¦ + à = 0.

a (�∞; �2) �2 (�2; �1)  �1 (�1; 1) 1 (1; +∞)

a–1
3

� +  + +  + �  �

1
1
+

−
a

+ +  � �  + +  +
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3. à¦õ � 2¦ = 2õ + 3.

4. ¦2õ + 2¦ = õ2 + à2.

5. ¦õ � à¦ � ¦õ � 2¦ = 1.

Îòâåòû è ðåøåíèÿ:

1. Ïóñòü õ ≥  0, òîãäà õ2 + õ + à = 0. Åñëè 1 � 4à < 0, ò. å. à > 0,25,
òî óðàâíåíèå êîðíåé íå èìååò. Åñëè à = 0,25, ðåøåíèå êâàäðàò-
íîãî óðàâíåíèÿ äàåò õ = �0,5, ÷òî íå óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

õ ≥  0. Ïóñòü à < 0,25, òîãäà êîðåíü õ1 = 0,5(�1� a41− ) íå óäîâ-

ëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó õ ≥  0, à êîðåíü õ2 = 0,5(�1+ a41− ) ýòîìó

íåðàâåíñòâó áóäåò óäîâëåòâîðÿòü, åñëè 141 ≥− a , ò. å. ïðè à ≤ 0.
Ïóñòü õ < 0. Èìååì óðàâíåíèå õ2 � õ + à = 0. Åñëè à > 0,25,

óðàâíåíèå êîðíåé íå èìååò. Ïðè à ≤ 0,25 óðàâíåíèå èìååò êîðíè

õ3 = 0,5(1+ a41− ) è õ4 = 0,5(1� a41− ). Ïåðâûé êîðåíü íå óäîâ-
ëåòâîðÿåò óñëîâèþ õ < 0, à âòîðîé ïðè âûïîëíåíèè ïðîâåðêè
óñëîâèÿ õ < 0 äàåò à < 0.

Îòâåò: ïðè à < 0  õ = 0,5(�1+ a41−  ); õ = 0,5(1� a41− );
ïðè à = 0   õ = 0;  ïðè à > 0 ðåøåíèé íåò.

2. Ïîëîæèì 12¦õ¦ = t, ãäå t > 0, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå t2 � 2t + a = 0,
êîòîðîå íå èìååò êîðíåé, åñëè 1 � a < 0, ò. å. à > 1 è èìååò
åäèíñòâåííûé êîðåíü t = 1 ïðè à = 1, íî òîãäà 12¦õ¦ = 1 è õ = 0.

Ïðè à < 1 óðàâíåíèå èìååò êîðíè: t1 = 1+ a−1 , êîòîðûé äàåò

12¦õ¦ = 1+ a−1 , à äàëåå õ = ±log12(1+ a−1 ), è t2 = 1� a−1 ,

êîòîðûé ïîëîæèòåëåí ïðè 0 < a < 1, òîãäà 12¦õ¦ = 1� a−1 ,

¦õ¦ = log12(1� a−1 ). Î÷åâèäíî, ÷òî log12(1� a−1 ) < log121 = 0.

Îòâåò: ïðè à ≤ 1  õ = ± log12(1 + a−1 ), ïðè à > 1 óðàâíåíèå
êîðíåé íå èìååò.

3. à ¦õ � 2¦ = 2õ + 3.

Ïðè õ ≥ 2 ïîëó÷àåì óðàâíåíèå àõ � 2à = 2õ + 3;
(à � 2)õ = 2à + 3. Åñëè à = 2, òî óðàâíåíèå íå èìååò êîðíåé.

Ïðè à ≠ 2   õ = 
2
32

−
+

a

a
.
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Ýòè çíà÷åíèÿ áóäóò êîðíÿìè óðàâíåíèÿ ïðè âñåõ à, óäîâëåòâîðÿþ-

ùèõ íåðàâåíñòâó 2
2
32 ≥

−
+

a

a
, îòêóäà à > 2.

Ïðè õ < 2 ïîëó÷àåì óðàâíåíèå àõ � 2à = �2õ � 3; (à + 2)õ = 2à � 3.
Ïðè à = �2 óðàâíåíèå êîðíåé íå èìååò. Ïóñòü à ≠ �2, òîãäà

õ = 
2
32

+
−

a

a .  Î÷åâèäíî, ÷òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

2
2
32 <

+
−

a

a
, êîòîðîå äàåò à > �2.

Äîïîëíèòåëüíî èññëåäóåì ñëó÷àè à = 2 è à = �2. Ïðè à = 2
ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ¦2õ � 4¦ = 2õ + 3, êîòîðîå äàåò êîðåíü õ = 0,25.
Ïðè à = �2 óðàâíåíèå ¦2õ � 4¦ = �2õ � 3 êîðíåé íå èìååò.

Îòâåò: ïðè à ≤ �2 óðàâíåíèå êîðíåé íå èìååò, ïðè �2 < a ≤ 2

õ = 
2
32

+
−

a

a
, ïðè à > 2  x =

2
32

−
+

a

a
 è  õ = 

2
32

+
−

a

a
.

Ïðèìå÷àíèå. Â äàëüíåéøåì áóäåò äàí è ãðàôè÷åñêèé ñïîñîá ðåøå-
íèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ.

4. Ðàññìîòðèì ðåøåíèå äâóõ ñèñòåì óðàâíåíèé:







=+++

−<







=+−−

−≥

.

,
  
;

,

022

1

022

1
2222 axx

x

axx

x

Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ïåðâîé ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ êîðíè âèäà

õ = 1 23 a−± . Åñëè ¦à¦ > 3, òî èñõîäíîå óðàâíåíèå íå èìååò êîðíåé.

Åñëè à = ± 3 , òî óðàâíåíèå èìååò êîðåíü õ = 1. Åñëè

¦à¦ < 3, òî óðàâíåíèå èìååò êîðíè õ = 1 ± 23 a− , óäîâëåòâîðÿþ-
ùèå óñëîâèþ õ ≥ �1.

Óðàâíåíèå âòîðîé ñèñòåìû êîðíåé íå èìååò, ïîñêîëüêó
(õ + 1)2 + à2 + 1 > 0 ïðè ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ õ.

Îòâåò: ïðè ¦à¦ ≤ 3   õ = 1 ± 23 a− ; ïðè à > 3  è ïðè à < � 3
óðàâíåíèå êîðíåé íå èìååò.

5. Ïóñòü à = 2, òîãäà ¦õ � 2¦ � ¦õ � 2¦ = 1 � êîðíåé íåò.
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Ïðè à > 2 èìååì òðè ñèñòåìû:

à) 




=
≤





=−++−
≤

;

,

;

,

3

2

12

2

a

x

xax

x
   

á) 






+=

≤<





=+−+−
≤<

.

,

;

,

2
1

2

12

2
a

x

ax

xax

ax
     Íàéäåííûå çíà÷åíèÿ áóäóò

êîðíÿìè óðàâíåíèÿ, åñëè a
a ≤+<

2
1

2 , îòêóäà à > 3;

â) 




=
>





=+−−
>

.

,

;

,

112 a

ax

xax

ax
     Ðåøåíèé íåò, ïîñêîëüêó ðàññìàòðè-

âàåòñÿ ñëó÷àé à > 2.

Ïðè à < 2 îïÿòü èìååì òðè ñèñòåìû:

à) 




=
≤





=−++−
≤

.

,

;

,

312 a

ax

xax

ax
    Ðåøåíèé íåò, ïîñêîëüêó ðàññìàòðè-

âàåòñÿ ñëó÷àé à < 2.

á) 










+=

≤+<





=−+−
≤<

.

,

;

,

2
3

2
2

3

12

2

a
x

a
a

xax

xa
     Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âîçìîæíûõ

çíà÷åíèé à íåîáõîäèìî ðåøèòü ñèñòåìó 




+<
≤+

,

,

32

43

aa

a    îòêóäà à ≤ 1;

â) 




=
>





=+−−
>

.

,

;

,

1

2

12

2

a

x

xax

x
   

Îòâåò: ïðè à = 1  õ ≥  2; ïðè à = 3  õ ≤ 2; ïðè à > 3   õ = 
2

1 a+
;

ïðè à < 1  x = 
2

3+a
; ïðè 1 < a < 3 ðåøåíèé íåò.
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2. Ðåøåíèå íåðàâåíñòâ ñ ïàðàìåòðàìè,
ñîäåðæàùèõ ìîäóëè, ìåòîäîì èíòåðâàëîâ

Óíèâåðñàëüíîñòü ìåòîäà èíòåðâàëîâ ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü åãî è
ïðè ðåøåíèè íåðàâåíñòâ ñ ïàðàìåòðàìè (àíàëèòè÷åñêèé ñïîñîá).
Â äàëüíåéøåì àâòîðû ïîäðîáíî îñòàíîâÿòñÿ è íà ãðàôè÷åñêîì ñïî-
ñîáå ðåøåíèÿ.

Ïðèìåð 1. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî ¦õ + 2à¦ ≤ 
x

1
.

Ðåøåíèå. Ïðè õ ≤ 0 íåðàâåíñòâî ðåøåíèé íå èìååò, ïîýòîìó äàëåå
ñ÷èòàåì, ÷òî õ > 0, íî òîãäà èñõîäíîå íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî
íåðàâåíñòâó ¦õ2 + 2àõ¦  ≤  1. Ïîñëå âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò îáåèõ ÷àñòåé
ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ïîëó÷àåì åìó ðàâíîñèëüíîå íåðàâåíñòâî
(õ2 + 2àõ � 1)(õ2 + 2àõ + 1) ≤ 0.

Ïóñòü f(x) = (õ2 + 2àõ + 1)(õ2 + 2àõ�1) è D(f)=R+.

Íóëè f: õ = ,12 −±− aa  õ = 12 +±− aa .

Êîðåíü õ = 12 +−− aa  íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ õ > 0. Î÷åâèäíî,

÷òî õ = 012 >++− aa  ïðè âñåõ a ∈R. Êîðíè 12 −±− aa  óäîâëåò-
âîðÿþò óñëîâèþ õ > 0 òîëüêî ïðè à ≤ �1. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé à = �1.

Â ýòîì ñëó÷àå íóëè ôóíêöèè f  õ = 1+ 2  è õ = 1, ïðè÷åì ïîñëåäíèé
êîðåíü êðàòíîñòè 2.

Èòàê, ïðè à = �1 õ ];( 210 +∈   .
Ïóñòü à < �1. Èìååì ñèòóàöèþ, ïðåäñòàâëåííóþ íà ðèñóíêå:
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ßñíî, ÷òî ïðè à < �1    ;10 2 −−−≤< aax

11 22 ++−≤≤−+− aaxaa .  Äàëåå ñëó÷àé à > �1. Îáà êîðíÿ

õ = 12 −±− aa  íå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ õ > 0.

Ïðè à > �1    10 2 ++−≤< aax .
Îòâåò: ïðè à < �1

1110 222 ++−≤≤−+−−−−≤< aaxaaaax ; ;

ïðè à = �1   210 +≤< x ;

ïðè à > �1   10 2 ++−≤< aax .

Ïðèìåð 2. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à ðåøèòü íåðàâåí-
ñòâî 2¦õ � à¦ < 2àõ � õ2 � 2.

Ðåøåíèå.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèå f(x) = 2¦õ � à¦ � (2àõ � õ2 � 2). Íåîáõîäèìî

ðåøèòü íåðàâåíñòâî f(x) < 0. D(f) = R. Íàõîäèì íóëè ôóíêöèè.

1. 






=++−−

≥

.

,

02222 2xaxax

ax
 Ïîñëå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ñèñòåìû

ïîëó÷èì 11 2 −±−= aax . Íàéäåì òå çíà÷åíèÿ à, ïðè êîòîðûõ õ ≥à.

à) aaa ≥−+− 11 2 , îòêóäà à ≤ � 2  è à ≥ 2 ; ïðè ýòèõ çíà÷å-
íèÿõ à  à2 � 1 > 0;

á) aaa ≥−−− 11 2 ; 112 −≤−a . Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî íå âû-
ïîëíÿåòñÿ íè ïðè êàêèõ äåéñòâèòåëüíûõ à.

Èòàê, ïðè à ≤ � 2  è à ≥ 2  ïîëó÷àåì
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õ );[ 11 2 −+−∈ aaa .

2. Ïóñòü òåïåðü õ ≤ à, òîãäà �2õ + 2à � 2àõ + õ2 + 2 = 0,

õ2 � 2õ(1 + à) + 2(1 + à) = 0.  õ = à + 1± 12 −a .

à) íåðàâåíñòâî aaa ≤−++ 11 2  íå âûïîëíÿåòñÿ íè ïðè êàêèõ à;

á) íåðàâåíñòâî aaa ≤−−+ 11 2  âíîâü âûïîëíÿåòñÿ ïðè a <� 2

è ïðè à > 2 .

ßñíî, ÷òî õ ];( aaa 11 2 −−+∈ .

Îòâåò: ïðè ¦à¦ ≤ 2  íåðàâåíñòâî ðåøåíèé íå èìååò;

ïðè ¦à¦ > 2 1111 22 −−+<<+−− aaxaa .

Óïðàæíåíèÿ
Ðåøèòü ìåòîäîì èíòåðâàëîâ íåðàâåíñòâà:
1. õ2 � ¦õ¦ + à ≥ 0.
2. õ2 ≤ ¦õ � à¦.
Â äàëüíåéøåì ìû ïîçíàêîìèìñÿ ñ ãðàôè÷åñêèì ìåòîäîì ðåøå-

íèÿ íåðàâåíñòâ, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ áîëåå íàãëÿäíûì è â ðÿäå ñëó÷àåâ
äàåò áîëåå ïðîñòîå ðåøåíèå.

Ðåøåíèÿ, îòâåòû:
1. Ðåøåíèå. Ïóñòü f(x) = x2 � ¦x¦ + a. D(f) = R. Íàõîäèì íóëè

ôóíêöèè f: ¦õ¦2 � ¦õ¦ + à = 0, ¦õ¦ = 
2

411 a−±
.



102

Åñëè 1 � 4à ≤ 0, a ≥ 0,25, òî êâàäðàòíûå òðåõ÷ëåíû õ2 � õ + à  è
õ2 + õ + à íåîòðèöàòåëüíû. Â ýòîì ñëó÷àå õ ∈ R.

Åñëè à < 0,25, òî íóëè õ = 
2

411 a−±
. Åñëè 0

2
411 <−− a

, òî

åñòü à < 0, òî óðàâíåíèå 
2

411 a
x

−−=  (*) êîðíåé íå èìååò è












∞+−+










 −+−∞−∈     ;;
2

411
2

411 aa
x U .

Åñëè 0
2

411 =−− a
, ò. å. à = 0, òî õ = �1, õ = 1, õ = 0.

ßñíî, ÷òî õ [ ] [ )∞+−∈     ;; 101 U .

Åñëè 0
2

411 >−− a
, òî 0 < a < 0,25 è óðàâíåíèå (*) èìååò äâà

êîðíÿ: 
2

411 a
x

−−±= .

Åñëè 0 < a < 0,25, òî

õ 











∞+−+











 −−−−−









 −+−∞−∈       ;;;
2

411
2

411
2

411
2

411 aaaa
UU .
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Îòâåò: ïðè à < 0  









∞+−+










 −+−∞−∈     ;;
2

411
2

411 aa
x U ;

ïðè à = 0  õ [ ] [ )∞+−∈    ;; 101 U ;
ïðè 0 < a < 0,25

õ 










∞+−+











 −−−−−









 −+−∞−∈       ;;;
2

411
2

411
2

411
2

411 aaaa
UU ;

ïðè à ≥  0,25 õ ∈ R.

2. Ðåøåíèå. I  ñ ï î ñ î á.

1) 






≤+−

≥







−≤

≥

.

,

;

,

022 axx

ax

axx

ax
    Åñëè D < 0, ò. å. 1 � 4à < 0, a > 0,25,

òî íåðàâåíñòâî ðåøåíèé íå èìååò. Åñëè D  =  0, ò. å. à = 0,25,  õ  =  0,5
è óñëîâèå ïåðâîãî íåðàâåíñòâà ñèñòåìû âûïîëíÿåòñÿ.

Åñëè D > 0, òîãäà à < 0,25, è óðàâíåíèå õ2 � õ + à = 0 èìååò äâà

êîðíÿ: 
2

411 a
x

−±= .

Ïîêàæåì, ÷òî îáà êîðíÿ ïðè à < 0,25 áîëüøå à:

1241
2

411
––; ààa

a >>−+
  , ÷òî âåðíî ïðè óêàçàííûõ à.

 1241
2

411 +−<−>−−
aaa

a
  , . 1�2a > 0  ïðè a < 0,25 è ïîñëå

âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò ïîëó÷àåì 1 � 4à < 1 � 4à + 4à2, êîòîðîå
î÷åâèäíî.

Çíà÷èò, åñëè à < 0,25, òî 










 −+−−∈
2

411
2

411 aa
x     ; .
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2) 






≤−+

<

.

,

02 axx

ax
 Åñëè D < 0, ò. å. 1 + 4à < 0, a < �0,25, òî

âòîðîå íåðàâåíñòâî ñèñòåìû íå âûïîëíÿåòñÿ íè ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ õ.
Åñëè D = 0, a a = �0,25, òî õ = �0,5 è ïåðâîå íåðàâåíñòâî ñèñòåìû
âûïîëíÿåòñÿ. Åñëè D > 0, ò. å. à > �0,25, òî êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí
èìååò äâà êîðíÿ:

2
411 a

x
+±−= .

a
a <+−−

2
411

î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî ïðè à > �0,25.

Âûÿñíèì, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ à  a
a <++−

2
411

, äëÿ ÷åãî ðåøèì

ñèñòåìó íåðàâåíñòâ 






++<+

−>
⇔







+<+

−>

,

,,,,

14441

250

1241

250
2 aaa

a

aa

a
 òî åñòü

âòîðîé êîðåíü òàêæå ìåíüøå à.

Òîãäà 










 ++−+−−∈
2

411
2

411 aa
x   ; .

Îòâåò: ïðè à < �0,25  










 −+−−∈
2

411
2

411 aa
x   ; ;

ïðè �0,25 ≤ à ≤ 0,25











 ++−+−−











 −+−−∈
2

411
2

411
2

411
2

411 aaaa
x     ;; U ;

ïðè à > 0,25 










 ++−+−−∈
2

411
2

411 aa
x   ; .
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II  ñ ï î ñ î á.
Ïîñëå âîçâåäåíèÿ îáåèõ ÷àñòåé íåðàâåíñòâà â êâàäðàò ïîëó÷àåì

ðàâíîñèëüíîå èñõîäíîìó íåðàâåíñòâî õ4 � (õ � à)2 ≤ 0, èëè
(õ2 � õ + à)(õ2 + õ � à) ≤ 0. Ïóñòü äèñêðèìèíàíòû îáîèõ òðåõ÷ëåíîâ

ïîëîæèòåëüíû, òîãäà 




>+
>−

,

,

041

041

a

a
 îòêóäà �0,25 < à < 0,25. Ñì. ðåøå-

íèå óïðàæíåíèÿ 1: ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà èìååò íóëè 
2

411 a
x

−±=

è 
2

411 a
x

+±−= .

Ïóñòü òåïåðü 
4
1

4
1

4
1

041

041
>










−>

>





>+
<−

a

a

a

a

a
    

;

,

;

,
, òîãäà õ2 � õ + à ≥  0

ïðè õ ∈R è íåîáõîäèìî ðåøèòü íåðàâåíñòâî õ2 + õ � à ≤ 0, êîòîðîå

äàåò îòâåò 










 ++−+−−∈
2

411
2

411 aa
x   ; .

Ïóñòü äàëåå à óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå íåðàâåíñòâ

4
1

4
1

4
1

041

041
−<










−<

<





<+
>−

a

a

a

a

a
    

;

,

;

,
, òîãäà õ2 + õ � à > 0 ïðè õ ∈R è

íåîáõîäèìî ðåøèòü íåðàâåíñòâî õ2 � õ + à ≤ 0, êîòîðîå äàåò îòâåò











 ++−+−−∈
2

411
2

411 aa
x   ; . Åñëè à = ±0,25, ïîëó÷àåì íåðàâåí-

ñòâî, ðåøåíèå êîòîðîãî âõîäèò â âèäå ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ïðè íåîòðè-
öàòåëüíûõ îáîèõ äèñêðèìèíàíòàõ.
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Îòâåò ñîâïàäàåò ñ îòâåòîì, ïîëó÷åííûì ïðè ðåøåíèè ñïîñîáîì 1.
Ïðèìå÷àíèå. Îòìåòèì èíòåðåñíóþ àíàëîãèþ â ðåøåíèè äâóõ ðàç-

ëè÷íûõ íåðàâåíñòâ, ïðèâåäåííûõ â óïðàæíåíèÿõ.

3. Ãðàôè÷åñêèé ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèé
è íåðàâåíñòâ ñ ìîäóëÿìè ïðè íàëè÷èè ïàðàìåòðîâ

Èñïîëüçîâàíèå ãðàôèêîâ ôóíêöèé è óðàâíåíèé çíà÷èòåëüíî óï-
ðîùàåò ðåøåíèå óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ ñ ïàðàìåòðàìè.

Ïðèìåð 1. Ñêîëüêî êîðíåé èìååò óðàâíåíèå axx =− 22 ?

Ðåøåíèå. Ôóíêöèÿ f(x) = 22 xx −  ÷åòíàÿ. D(f): [�2; 2]. Ñòðîèì

ãðàôèê ôóíêöèè f(x) = 22 xx −  è îòîáðàæàåì åãî ñèììåòðè÷íî
îòíîñèòåëüíî îñè Îó.

Ðèñ. 1

Ïðÿìàÿ ó = à ïàðàëëåëüíà îñè Îõ. Èç ðèñóíêà 1 âèäíî, ÷òî ïðè
à < 0 è à > 1 óðàâíåíèå êîðíåé íå èìååò; ïðè à = 0 óðàâíåíèå èìååò
òðè êîðíÿ, ïðè 0 < a < 1 óðàâíåíèå èìååò ÷åòûðå êîðíÿ, ïðè à = 1
óðàâíåíèå èìååò äâà êîðíÿ.

Ïðèìåð 2. Ñêîëüêî êîðíåé ïðè ðàçëè÷íûõ äåéñòâèòåëüíûõ çíà-
÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ a è b áóäåò èìåòü óðàâíåíèå ¦x2 � a¦ = b?

Ðåøåíèå. Ïîñòðîèì ãðàôèêè ôóíêöèè ó = ¦x2 � a¦ ïðè ðàçëè÷íûõ
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà à è ïîäñ÷èòàåì, ñêîëüêî ðàç ïðèíèìàåò ýòà
ôóíêöèÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà b (ïîìíèì, ÷òî ãðàôèêîì ôóíêöèè
y = b ÿâëÿåòñÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ îñè àáñöèññ).
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Ïóñòü a > 0, ïîëó÷àåì ãðàôèê

Ïðè b < 0 óðàâíåíèå êîðíåé íå èìååò;
ïðè b = 0 óðàâíåíèå èìååò äâà êîðíÿ;
ïðè 0 < b < a óðàâíåíèå èìååò ÷åòûðå êîðíÿ;
ïðè b = a óðàâíåíèå èìååò òðè êîðíÿ;
ïðè b > a óðàâíåíèå èìååò äâà êîðíÿ.
Ïóñòü a ≤ 0, òîãäà ãðàôèê ôóíêöèè èìååò âèä

Ïðè b < �a óðàâíåíèå êîðíåé íå èìååò;
ïðè b = �a óðàâíåíèå èìååò îäèí êîðåíü;
ïðè b > �a óðàâíåíèå èìååò äâà êîðíÿ.
Îòâåò: ïðè à > 0, b

 < 0 è ïðè a  ≤ 0,  b < �a  óðàâíåíèå êîðíåé íå èìååò;
ïðè a ≤ 0, b = �a óðàâíåíèå èìååò îäèí êîðåíü;
ïðè a > 0, b = 0; a > 0, b > a è a ≤ 0, b > �a óðàâíåíèå
èìååò äâà êîðíÿ;
ïðè a > 0, b = a óðàâíåíèå èìååò òðè êîðíÿ;
ïðè a > 0, 0 < b < a óðàâíåíèå èìååò ÷åòûðå êîðíÿ.
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Ïðèìåð 3. Ðåøèòü óðàâíåíèå ¦¦õ + 1¦ �2¦ = à.
Ðåøåíèå. Ñòðîèì ãðàôèê ôóíêöèè ó = ¦õ + 1¦ � 2. Òî÷êà (�1; �2)

ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé èçëîìà ãðàôèêà. Ñòðîèì ãðàôèê ýòîé ôóíêöèè
è, îòîáðàçèâ ÷àñòü ãðàôèêà, ëåæàùóþ íèæå îñè Îõ, ñèììåò-
ðè÷íî îòíîñèòåëüíî ýòîé îñè ââåðõ, ïîëó÷àåì ãðàôèê ôóíêöèè
g(x) = ¦¦õ + 1¦ � 2¦.

Ðèñ. 2

Èç ðèñóíêà 2 âèäíî, ÷òî ïðè à < 0 óðàâíåíèå êîðíåé íå èìååò;
ïðè à = 0 óðàâíåíèå èìååò äâà êîðíÿ õ = 1 è õ = �3.

Ïðè 0 < a < 2 óðàâíåíèå èìååò ÷åòûðå êîðíÿ:










−−=
−=
−=
+=










=−−
=+

=+−
=−

;

,

,

,

;

,

,

,

3

3

1

1

3

3

1

1

ax

ax

ax

ax

ax

ax

ax

ax

   

ïðè à = 2 óðàâíåíèå èìååò òðè êîðíÿ, îäèí èç êîòîðûõ ðàâåí �1,
íàéäåì äâà äðóãèõ:





−=

=




=−−

=−
;

,

;

,

5

3

23

21

x

x

x

x
   

ïðè à > 2 óðàâíåíèå èìååò äâà êîðíÿ:
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



−−=

+=




=−−

=−
.

,

;

,

3

1

3

1

ax

ax

ax

ax
   

Ñîâåòóåì ýòî óðàâíåíèå ðåøèòü è ÷èñòî àíàëèòè÷åñêèì ñïîñîáîì.

Ïðèìåð 4. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî ¦õ¦ + ¦õ � à¦ ≤ 2.
Ðåøåíèå. Ñòðîèì ãðàôèê ôóíêöèè ó = ¦õ¦ + ¦õ � à¦. Åñëè õ = 0, òî

ó = ¦à¦, åñëè õ = à, òî ó = ¦à¦. Èìååì äâå òî÷êè èçëîìà ãðàôèêà:
(0; ¦à¦) è (à; ¦à¦).

Ïóñòü à > 0, òî÷êè èçëîìà (0; à) è (à; à), òîãäà ïðè õ = 2à
ó = 3¦à¦ = 3à, ïðè õ = �à  ó = 3¦�à¦ = 3¦à¦ = 3à. Ïîêàæåì ãðàôèê
ôóíêöèè íà ðèñóíêå 3.

  

Ðèñ. 3                                           Ðèñ. 4

Ïóñòü à < 0, òî÷êè èçëîìà (0; �à) è (à; �à), òîãäà ïðè õ = 2à
ó = �3à, ïðè õ = �à    ó = �3à. Ïîêàæåì ãðàôèê ôóíêöèè íà
ðèñóíêå 4.

Ïðÿìàÿ ó = 2 ïàðàëëåëüíà îñè Îõ, òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ¦à¦ > 2
íåðàâåíñòâî ðåøåíèÿ íå èìååò.

Ïðè à = 2   õ ∈ [0; 2], ïðè à = �2   õ ∈ [�2; 0].
Ïðè ¦à¦ < 2 ðåøåíèå äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü äâîéíîìó íåðàâåí-

ñòâó õ1 < x < x2, ãäå õ1 îïðåäåëÿåì èç óðàâíåíèÿ �õ � õ + à = 2,
õ1 = 0,5(à � 2), à õ2 îïðåäåëÿåì èç óðàâíåíèÿ õ + õ � à = 2,
õ2 = 0,5(à + 2).

Çàìå÷àíèå. Äàííîå íåðàâåíñòâî ìîæíî ðåøèòü èíà÷å. Çàïèøåì åãî â
âèäå ¦õ � à¦ ≤ 2 � ¦õ¦ ⇔ ¦õ¦ � 2 ≤ à � õ ≤ 2 � ¦õ¦ ⇔ õ + ¦õ¦ � 2 ≤ à ≤ 2 + õ � ¦õ¦.

Åñëè õ ≥ 0, òî 2õ � 2 ≤ à ≤ 2, åñëè õ < 0, òî �2 ≤ à ≤ 2 + 2õ.
Î÷åâèäíî, ÷òî �2 ≤ à ≤ 2. à = 2 + 2õ1, õ1 = 0,5(à � 2), à = 2 + 2õ2,
õ2 = 0,5(à + 2). Ïîêàæåì ðåøåíèå íà ðèñóíêå 5.
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Ðèñ. 5
õ ∈ [0,5(a � 2); 0,5(a + 2)].
Îòâåò: ïðè ¦à¦ ≤ 2    õ ∈ [0,5(a � 2);  0,5(a + 2)];

ïðè ¦à¦ > 2  ðåøåíèé íåò.

Ïðèìåð 5.  Ðåøèòü óðàâíåíèå ¦õ � à¦ + ¦õ � 1¦ = 2.
Ðåøåíèå. 1)  õ ≥ à, õ � à = 2 � ¦õ � 1¦, ïîñòðîèì ãðàôèê

à = õ �2 + ¦õ � 1¦:  à(1) = �1, à(0) = �1, à(2) = 1.
2)  õ < à, �õ + à = 2 � ¦õ � 1¦, ïîñòðîèì ãðàôèê à = 2 + õ � ¦õ �1¦:

à(1) = 3, à(2) = 3, à(0) = 1.
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Ïðè à = 3 óðàâíåíèå èìååò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî êîðíåé: 1 ≤  õ  ≤ 3.
Ïðè �1 < a < 3 óðàâíåíèå èìååò äâà êîðíÿ, ïðè÷åì áîëüøèé èç

íèõ íàõîäèì èç óðàâíåíèÿ à = õ � 2 + õ � 1, õ = 0,5(à + 3), à
ìåíüøèé èç óðàâíåíèÿ à = 2 + õ + õ � 1, õ = 0,5(à � 1).

Ïðè à = �1 óðàâíåíèå èìååò êîðíè �1 ≤  õ ≤  1.
Îòâåò: ïðè à = 3  õ ∈ [1; 3]; ïðè �1 < a < 3  x = 0,5(a + 3) è

õ = 0,5(à � 1); ïðè à = �1  õ ∈[�1; 1]; ïðè à ∈ (�∞; �1)U (3; ∞)
óðàâíåíèå êîðíåé íå èìååò.

Ïðèìåð 6. Ðåøèòü óðàâíåíèå õ ¦õ � 4¦ + à = 0.

Ñòðîèì ãðàôèê ôóíêöèè f(x) = a = �õ ¦õ � 4¦ = 

















<
−







≥
+−

.

,

;

,

4

4

4

4

2

2

x

xx

x

xx

Ïðè à < �4 óðàâíåíèå èìååò îäèí êîðåíü, ÿâëÿþùèéñÿ áîëü-

øèì êîðíåì óðàâíåíèÿ �õ2 + 4õ = à; õ2 � 4õ + à = 0, õ = a−+ 42 .
Ïðè à = �4 óðàâíåíèå èìååò äâà êîðíÿ, îäèí èç êîòîðûõ õ = 2,
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à âòîðîé � áîëüøèé êîðåíü óðàâíåíèÿ �õ2 + 4õ = �4, ò. å.  õ = 222 + .
Ïðè �4 < a < 0 óðàâíåíèå èìååò òðè êîðíÿ, äâà èç êîòîðûõ ÿâëÿþò-

ñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ õ2 � 4õ � à = 0: õ = 2 a+± 4 , à òðåòèé �

áîëüøèé êîðåíü óðàâíåíèÿ �õ2 + 4õ = à, ò. å. õ = a−+ 42 . Ïðè
à = 0 óðàâíåíèå èìååò äâà êîðíÿ: õ = 0 è õ = 4.

Ïðè à > 0 óðàâíåíèå èìååò îäèí êîðåíü, ÿâëÿþùèéñÿ ìåíüøèì

êîðíåì óðàâíåíèÿ õ2 � 4õ = à, ò. å. õ = a+− 42 .

Îòâåò: ïðè à < �4  õ = a−+ 42 ;

ïðè �4 ≤ à ≤ 0   õ = a+± 42 , õ = a−+ 42 ;

ïðè à > 0   õ = a+− 42 .

Ïðèìåð 7. Ðåøèòü óðàâíåíèå 2 � ¦õ � à¦ = õ2.
Ðåøåíèå. Ïðè õ ≥  à   õ � à = 2 � õ2, à = õ2 + õ � 2. Ïðè õ < à

õ � à = õ2 � 2, à = �õ2 + õ + 2.
Â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò õ0à ñòðîèì ãðàôèêè ôóíêöèé

à = õ2 + õ � 2, ãäå à ≤ õ, è à = �õ2 + õ + 2, ãäå à > õ.

Íàéäåì îðäèíàòû òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêîâ ôóíêöèé:

õ2 + õ � 2 = �õ2 + õ + 2, îòêóäà õ = 2± , òîãäà à = 2± .
Ïîñìîòðèì íà ðèñóíîê.
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Ïðè à = 2,25 óðàâíåíèå èìååò îäèí êîðåíü õ = 0,5.

Ïðè 2  ≤ à < 2,25 óðàâíåíèå èìååò äâà êîðíÿ, êîòîðûå ÿâëÿ-
þòñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ à = 2 + õ � õ2, õ2 � õ + à � 2 = 0, ò. å.

õ = 
2

491 a−±
.

Ïðè � 2 < a < 2  óðàâíåíèå èìååò äâà êîðíÿ, ìåíüøèé èç
êîòîðûõ ðàâåí ìåíüøåìó êîðíþ óðàâíåíèÿ à = 2 + õ � õ2, ò. å.

õ =
2

491 a−−
, à áîëüøèé � áîëüøèé êîðåíü óðàâíåíèÿ à = õ2 + õ � 2,

ò. å.  õ = 
2

491 a++−
.

Ïðè �2,25 < a ≤ � 2  óðàâíåíèå èìååò äâà êîðíÿ, êîòîðûå ÿâëÿ-

þòñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ õ2 + õ � 2 � à = 0, ò. å. õ = 
2

491 a+±−
.

Ïðè à = �2,25 óðàâíåíèå èìååò êîðåíü õ = �0,5.

Îòâåò: ïðè �2,25 ≤ à ≤ � 2    õ = 
2

491 a+±−
;

ïðè � 2 < a < 2    õ = 
2

491 a−−
, õ = 

2
491 a++

;

ïðè 2 ≤ à ≤ 2,25    õ = 
2

491 a−±
;

ïðè ¦à¦ > 2,25 óðàâíåíèå êîðíåé íå èìååò.

Óïðàæíåíèÿ

1. Ñêîëüêî êîðíåé èìååò óðàâíåíèå ¦õ2 � 2¦õ¦¦ = à â çàâèñèìîñòè
îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðà?

2. Ðåøèòü óðàâíåíèå ¦õ2 � 2õ¦ + ¦õ2 + 2õ¦ = à.
3. Ðåøèòü óðàâíåíèå ¦2õ2 � 3õ + 2¦ = �2õ2 � 8õ + 2à.
4. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ à íàéäèòå ÷èñëî êîðíåé óðàâíåíèÿ

¦õ�1¦= àõ + 2.
5. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî ¦2õ + à¦ ≤ õ + 2.
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Ðåøåíèÿ, îòâåòû:
1. Ïîñòðîèì ãðàôèê ôóíêöèè ó = ¦õ2 � 2¦õ¦¦. ßñíî, ÷òî ãðàôèêîì

ôóíêöèè ó = à ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ îñè Îõ.

Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ïðè à < 0 óðàâíåíèå êîðíåé íå èìååò,
ïðè à = 0 óðàâíåíèå èìååò òðè êîðíÿ, ïðè 0 < a < 1 � øåñòü
êîðíåé, ïðè à = 1 � ÷åòûðå êîðíÿ, ïðè à > 1 � äâà êîðíÿ.

2. Äàííîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ ¦õ(õ � 2)¦ + ¦õ(õ + 2)¦ = à.
Ñòðîèì ãðàôèê ôóíêöèè ó = ¦õ(õ � 2)¦ + ¦õ(õ + 2)¦ äëÿ õ > 0 è,
çàìåòèâ, ÷òî D(ó) = R è ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé, çàòåì îòîáðàæà-
åì åãî ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî îñè Îó.

Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ïðè à < 0 óðàâíåíèå êîðíåé íå èìååò. Ïðè
à = 0  õ = 0. Ïðè 0 < à  ≤  8 óðàâíåíèå èìååò äâà êîðíÿ, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ
èç óðàâíåíèé �4õ = à è 4õ = à: õ = ±0,25à. Ïðè à > 8 óðàâíåíèå èìååò

êîðíè, ÿâëÿþùèåñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ 2õ2 = à: õ = ± 
2
a
.
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3. Î÷åâèäíî, ÷òî à = 0,5(¦2õ2 � 3õ � 2¦ + 2õ2 + 8õ).

Åñëè 2õ2 � 3õ � 2 ≥ 0, ò. å.  õ ≤ �0,5 è õ ≥ 2, òî 
2

254 2 −+= xx
a .

Åñëè 2õ2 � 3õ + 2 < 0, ò. å. �0,5 < õ < 2, òî à = 0,5(11õ + 2).
Ïîñòðîèì ãðàôèê ôóíêöèè ó = 0,5(¦2õ2 � 3õ + 2¦+2õ2 + 8õ) ñõåìàòè÷-

íî, óêàçàâ õàðàêòåðèñòè÷åñêèå òî÷êè: õâ = �
8
5

, óâ = �
32
57

.

Ïðè à < �
32
57

 óðàâíåíèå êîðíåé íå èìååò.

Ïðè à = �
32
57

 óðàâíåíèå èìååò îäèí êîðåíü õ = � 
8
5

.

Ïðè 
4
7

32
57 −<<− a  è à ≥12 óðàâíåíèå èìååò äâà êîðíÿ, êîòîðûå

íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèÿ 0,5(4õ2 + 5õ � 2) = à: õ1, 2 = 
8

32575 a+±−
.

Ïðè � 12
4
7 << a  óðàâíåíèå èìååò äâà êîðíÿ: îäèí íàõîäèòñÿ èç

óðàâíåíèÿ 0,5(11õ + 2) = à:  õ = 
11

22 −a
, à âòîðîé ÿâëÿåòñÿ ìåíüøèì
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êîðíåì óðàâíåíèÿ 4õ2 + 5õ � 2(à � 1) = 0:   õ =
8

32575 a+−−
.

4. I  ñ ï î ñ î á. Èçîáðàçèì ãðàôèê ôóíêöèè ó = ¦õ � 1¦ è çàìåòèì,
÷òî ãðàôèê ôóíêöèè ó = àõ + 2 � ýòî ïó÷îê ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ
÷åðåç òî÷êó (0; 2). Ïðè à = ±1 ïîëó÷àåì ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå
âåòâÿì ãðàôèêà ó = ¦õ � 1¦, à ÿâëÿåòñÿ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì
ïðÿìîé, ïîýòîìó ïðÿìûå, ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êó (2; 0) è íàêëîíåíû
ê îñè Îõ ïîä óãëàìè 450 è 1350. Ïðè �1 < a < 1 ëþáàÿ ïðÿìàÿ
äâàæäû ïåðåñåêàåò ãðàôèê ôóíêöèè ó = ¦õ � 1¦, ïðè äðóãèõ à èìååò-
ñÿ òîëüêî îäíà òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ.

II  ñ ï î ñ î á. Èç óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî à = 
x

x 21 −−
. Ïîñòðîèì

ãðàôèê ôóíêöèè f(x)= 

















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
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



≠
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1
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3
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x
x

x
x

x

x
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Ðèñóíîê íàãëÿäíî ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè à ∈ (�1; 1) óðàâíåíèå
èìååò äâà êîðíÿ, à ïðè îñòàëüíûõ çíà÷åíèÿõ à óðàâíåíèå èìååò
åäèíñòâåííûé êîðåíü.

5. Íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî äâîéíîìó íåðàâåíñòâó

�õ �2 ≤ 2õ + à ≤ õ + 2; �3õ � 2 ≤ à ≤ 2 � õ. Ïîñòðîèì â îäíîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò ïðÿìûå ó = �3õ � 2 è ó = 2 � õ. Îíè ïåðåñåêà-
þòñÿ â òî÷êå (�2; 4).
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Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ïðè à > 4 íåðàâåíñòâî ðåøåíèé íå èìååò.
Ïðè à = 4   õ = �2. Ïðè à < 4   x1 < x < x2, ãäå õ1 � êîðåíü

óðàâíåíèÿ �3õ � 2 = à: õ = 
3

2+− a
; õ2 � êîðåíü óðàâíåíèÿ 2 � õ = à:

õ2 = 2�à.
Îòâåò: ïðè à > 4 ðåøåíèé íåò; ïðè à = 4  õ = �2 ïðè à < 4

õ 



 −+−∈ a

a
2

3
2

  ; .
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X. ÐÅØÅÍÈÅ ÏÎÊÀÇÀÒÅËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ
È ÍÅÐÀÂÅÍÑÒÂ Ñ ÏÀÐÀÌÅÒÐÀÌÈ

Ðàññìîòðèì òåïåðü ðåøåíèÿ ïîêàçàòåëüíûõ óðàâíåíèé è íåðà-
âåíñòâ ñ ïàðàìåòðàìè, êîòîðûå áóäóò çàâèñåòü îò âèäà êîíêðåòíîãî
óðàâíåíèÿ è íåðàâåíñòâà. Ïîÿñíèì íà ïðèìåðàõ.

Ïðèìåð 1. Ðåøèòü óðàâíåíèå 36õ � 2ð �6õ + ð2 � 1 = 0.
Ðåøåíèå. Ïîëîæèâ 6õ = t, ïîëó÷èì óðàâíåíèå t2 � 2pt + p2 � 1 = 0,

êîðíè êîòîðîãî ëåãêî íàõîäÿòñÿ: t1 = p � 1; t2 = p + 1.

Èñõîäíîå óðàâíåíèå áóäåò èìåòü äâà êîðíÿ ïðè: 1
01

01
>⇔





>+
>−

p
p

p ,
.

Ïðèìå÷àíèå. Ïðèìåíèâ òåîðåìó Âèåòà, ïîëó÷èì òîò æå ñàìûé

ðåçóëüòàò: 1
01

0

01

02
2

21

21 >⇔




>−
>

⇔






>−=

>=+
p

p

p

ptt

ptt ,,
.

Óðàâíåíèå áóäåò èìåòü îäèí êîðåíü, åñëè 11
01

01
≤<−⇔





>+
≤−

p
p

p ,
,

ïðè÷åì t = p + 1.

Óðàâíåíèå íå èìååò êîðíåé, åñëè 1
01

01
−≤⇔





≤+
<−

p
p

p ,
.

Îòâåò: ïðè ð ≤ �1 êîðíåé íåò;
ïðè �1 < p ≤ 1  x = log6 (p + 1);
ïðè ð > 1 óðàâíåíèå èìååò êîðíè x = log6 (p � 1)
è x = log6 (p + 1).

Ïðèìåð 2. Ðåøèòü óðàâíåíèå 9 � ¦õ � 2¦ � 4 · 3 � ¦õ � 2¦ � à = 0 ïðè âñåõ
çíà÷åíèÿõ à.

Ðåøåíèå. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå ó = 3�¦õ � 2¦ è çàìåòèì, ÷òî 0 < ó ≤ 1,
ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ó2 � 4ó � à = 0, îòêóäà, à = ó2 � 4ó. Â ïðÿìîó-
ãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (ó; à) ñòðîèì íà ïðîìåæóòêå (0; 1] ãðà-
ôèê ôóíêöèè f(ó) = ó2 � 4ó.
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Èç ðèñóíêà âèäèì, ÷òî ôóíêöèÿ f(ó) = ó2 � 4ó èìååò íà ýòîì
ïðîìåæóòêå òîëüêî îäíî ïåðåñå÷åíèå ñ ïðÿìîé ó = m, ãäå �3 ≤ m < 0,
ïîýòîìó ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå çíà÷åíèå ó, ÿâëÿþùååñÿ ìåíüøèì

êîðíåì óðàâíåíèÿ ó2 � 4ó � à = 0  ó = 2� a+4 , ãäå �3 ≤ a < 0.

Èòàê, 3� ¦õ � 2¦ = 2 � a+4 ; �¦õ � 2¦ = log3(2 � a+4 );

¦õ � 2¦ = �log3(2 � a+4 ), �3 ≤ a < 0.

Îòâåò: ïðè �3 ≤ a < 0   õ = 2 ± log3(2 � a+4 ); ïðè äðóãèõ
äåéñòâèòåëüíûõ à óðàâíåíèå êîðíåé íå èìååò.

Ïðèìåð 3. Ðåøèòü óðàâíåíèå ( ) xxa 21122 −=+− .

Ðåøåíèå. Ïóñòü 2õ = t, t > 0, âûðàçèì à ÷åðåç t, ïîëó÷èì

( ) ( )




≤
=







≤
+−=+−−=+−

.

,

;

,
;

11

2112
112

2

t

ta

t

ttta
tta     

Îòâåò: óðàâíåíèå èìååò êîðíè ïðè âñåõ 0 < a ≤ 1    x = log2a;
ïðè îñòàëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ à óðàâíåíèå êîðíåé íå èìååò.

Ïðèìåð 4. Ðåøèòü óðàâíåíèå 4x � 4m�2x + 2m + 2 = 0.
Ðåøåíèå. Ïóñòü 2x = t, t > 0, òîãäà t2 � 4mt + 2m + 2 = 0 (*).

Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå áóäåò èìåòü îäèí êîðåíü ïðè

0,25D = 4m2 � 2m � 2 = 0, m = �0,5 èëè m = 1, íî òîãäà t = �1 èëè
t = 2. Ïåðâîå çíà÷åíèå íå ïîäõîäèò, à âòîðîå äàåò õ = 1.
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Ïóñòü 0,25D = 4m2 � 2m �2 > 0; 2m2 � m � 1 > 0, îòêóäà m < �0,5
è m > 1.

Ïóñòü óðàâíåíèå (*) èìååò äâà ïîëîæèòåëüíûõ êîðíÿ, â ýòîì ñëó-
÷àå äëÿ ôóíêöèè f(t) = t2 � 4mt + 2m + 2 èìååì f(0) = 2m + 2 > 0.

Àáñöèññà âåðøèíû ïàðàáîëû õâ = 2m > 0, m > 0. Îêîí÷àòåëüíî èìååì

m >1 è 2õ = 2m ± 224 2 −− mm ; x = log2(2m ± 224 2 −− mm ).
Ïóñòü óðàâíåíèå (*) èìååò îäèí ïîëîæèòåëüíûé è îäèí îòðèöà-

òåëüíûé êîðåíü. Òàê êàê t1 = 2m + 224 2 −− mm ;

t2 = 2m � 224 2 −− mm ; t1 > t2.

Â ýòîì ñëó÷àå D > 0, f(0) < 0, òî åñòü 2m + 2 < 0, m < �1 è
ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî m < �0,5 èëè m > 1, ïîëó÷àåì m < �1. Èòàê, ïðè

m < �1  x = log2(2m + 224 2 −− mm .

Îòâåò: ïðè m < �1  x = log2(2m + 224 2 −− mm );
ïðè m = 1  õ = 1;

ïðè m > 1  x = log2(2m ± 224 2 −− mm );
ïðè �1 ≤ m < 1 óðàâíåíèå êîðíåé íå èìååò.

Çàìå÷àíèå. Çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü, âûðàçèâ m ÷åðåç t:

m(t) = ( )122
22

−
+
t

t
, t ≠ 0,5 è ïîñòðîèâ ãðàôèê ïîëó÷åííîé ôóíêöèè

ïðè t ≠ 0,5, îäíàêî ðåøåíèå áóäåò áîëåå ñëîæíûì ñ òåõíè÷åñêîé
òî÷êè çðåíèÿ.
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Ïðèìåð 5 .  Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à, ïðè êîòîðûõ
íåðàâåíñòâî 4õ � à · 2õ � à + 3 ≤ 0 èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå.

Ðåøåíèå. Ïîëîæèì 2x  = t,  t > 0, òîãäà t2 � at � a + 3 ≤  0, a ≥  
1
32

+
+

t

t
.

Èññëåäóåì ôóíêöèþ a(t) =
1
32

+
+

t

t
 è ïîñòðîèì åå ãðàôèê. D(a) : (0; +∞);

a’(t) = 
( )2
2

1

32

+
−+

t

tt
. a’(t) = 0 ïðè t = �3 < 0 è t = 1. Íà ïðîìåæóòêå

[0; 1] ôóíêöèÿ óáûâàåò, à íà ïðîìåæóòêå [1; +∞) � âîçðàñòàåò.

Íà ðèñóíêå çàøòðèõîâàíà òà îáëàñòü, ãäå a ≥
1
33

+
+

t

t
. ßñíî, ÷òî

äàííîå íåðàâåíñòâî áóäåò èìåòü õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå ïðè à ≥  2.
Îòâåò: ïðè à ≥  2.

Ïðèìåð 6. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî 4õ � à · 2õ + à ≤  0.

Ðåøåíèå 1. Ïðè ðåøåíèè íåðàâåíñòâà ïðèìåíèì ìåòîä èíòåðâà-
ëîâ. Îáîçíà÷èì 2x = t, t > 0. Ïóñòü f(t) = t2 � at + a; D(f): (0; +∞).

1. Åñëè D = a2 � 4a = 0, ò. å. à = 0 èëè à = 4, òî f(t) = 0 ïðè t = 0
èëè t = 2. Èìååì ñîîòâåòñòâåííî t2 ≤  0 (ðåøåíèé íåò, ïîñêîëüêó t > 0)
è t2 � 4t + 4 ≤ 0 è t = 2, 2x = 2, è õ = 1 � ðåøåíèå äàííîãî
íåðàâåíñòâà ïðè à = 4.
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2. Åñëè D < 0, ò. å. à2 � 4à < 0, è à ∈ (0; 4), òîãäà t2 � at + a > 0 ïðè
ëþáîì çíà÷åíèè t, â òîì ÷èñëå è ïðè t > 0. Çíà÷èò, ïðè 0 < a < 4
ðåøåíèé íåò.

3. Åñëè D > 0, òî f(t) èìååò äâà íóëÿ: t1,2 = 
2

42 aaa −±
, ïðè÷åì

îáà ïîëîæèòåëüíûå, òîãäà ìîæåò áûòü çàïèñàíà ñèñòåìà íåðàâåíñòâ:

4

0

4

0

00

0

0

>⇔








>





>
<








>
>
>

a

a

a

a

f

t

D

â
  ;

,

;)(

,

,

, ãäå tâ � àáñöèññà âåðøèíû ïàðàáîëû.

Ïîýòîìó ïðè à > 4 ïîëó÷àåì  
2

4
2

4 22 aaa
t

aaa −+≤≤−−

è 
2

4
2

4 2

2

2

2
aaa

x
aaa −+≤≤−−

loglog .

Îáà êîðíÿ òðåõ÷ëåíà t2 � at + a íå ìîãóò áûòü îòðèöàòåëüíûìè,
ïîñêîëüêó t1 + t2 = a < 0 è t1t2 = a > 0, ÷òî âçàèìíî èñêëþ÷àåò äðóã
äðóãà.

Îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ñèòóàöèþ, êîãäà îáà êîðíÿ ðàçíûõ çíàêîâ.

Â ýòîì ñëó÷àå D > 0, f(0) < 0: 0

0

0

4

<⇔








<





<
>

a

a

a

a

;

,

. Èòàê, ïðè à < 0 ñ

ó÷åòîì t > 0 ïîëó÷àåì 0 < t < 
2

42 aaa −+ ; x < log2 2
42 aaa −+ .

Îòâåò: ïðè a < 0   x < log2 
2

42 aaa −+ ;

ïðè 0 ≤ a < 4 ðåøåíèé íåò;

ïðè à = 4 õ = 1;

ïðè à > 4 
2

4
2

4 2

2

2

2
aaa

x
aaa −+≤≤−−

loglog .
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Çàìå÷àíèå. Ïðèâåäåì åùå îäèí âàðèàíò ðåøåíèÿ ýòîãî íåðàâåíñòâà.
Ðåøåíèå 2. Ïîëîæèì 2x = t, ãäå t > 0, òîãäà t2 � at + a ≤ 0; a(t�1)≥ t2.

Åñëè 0 < t < 1, òî à ≤
1

2

−t

t
; åñëè t > 1, òî à ≥

1

2

−t

t
. Èññëåäóåì è

ïîñòðîèì ãðàôèê ôóíêöèè à(t)= 
1

2

−t

t
; D(t): t ≠ 1; êðîìå òîãî ó íàñ

t > 0. a’(t)= 
( )
( )

( )
( )22

2

1

2

1

12

−
−=

−
−−

t

tt

t

ttt
; a’(t) = 0 ïðè t = 0 è t = 2. t = 2 �

òî÷êà ìèíèìóìà, à(2) = 4.

Èòàê, åñëè à < 0, òî 0 < t < t1, ãäå t1 � áîëüøèé êîðåíü óðàâíå-

íèÿ t2 � at + a = 0; 0 < t < 
2

42 aaa −+ ; x < log2 2
42 aaa −+

;
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ïðè 0 ≤ a < 4 ðåøåíèé íåò; ïðè à = 4 õ = 1; ïðè à > 4  t1 < t < t2,
ãäå t1 è t2 � êîðíè óðàâíåíèÿ t2 � at + a = 0;

 
2

4
2

4 2

2

2

2
aaa

x
aaa −+≤≤−−

loglog .

Ðåøåíèå 3. Ïîëîæèì 2x = t, ãäå t > 0, òîãäà t2 � at + a ≤ 0. Åñëè
D = 0, òî à = 0 èëè à = 4, ïîëó÷àåì õ = 2 � ðåøåíèå äàííîãî
íåðàâåíñòâà. Ïðè 0 ≤ a < 4 ðåøåíèé íåò.

Ïóñòü a < 0, òîãäà t1 < 0, t2 > 0; (t � t1)(t � t2) ≤ 0, îòêóäà t ≤ t2,

ïîñêîëüêó t � t1 > 0 è x < log2 2
42 aaa −+ .

Ïóñòü a > 4, òîãäà ÿâíî t2 > 0. Ïîêàæåì, ÷òî t1 > 0:

;; aaaaaa 404 22 −>>−−    a2 > a2 � 4a;  4a > 0, ÷òî ñïðàâåäëè-

âî ïðè a > 4. t1 < t < t2. Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ ìû îïóñêàåì.

Óïðàæíåíèÿ
1. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à ðåøèòü óðàâíåíèå

144¦õ¦ � 2�12¦õ¦ + à = 0.
Ðåøåíèå. 12¦õ¦ = t, a = 2t � t2 (*), t ≥  1.
Ïðè t ≥  1, a çíà÷èò ïðè a ≤ 1 óðàâíåíèå (*) èìååò îäèí êîðåíü,

ÿâëÿþùèéñÿ åãî áîëüøèì êîðíåì. Èòàê, ïðè a ≤ 1  t = 1+ a−1  è

õ = ±log12(1+ a−1 ).

Îòâåò: ïðè à ≤ 1  õ = ±log12(1+ a−1 );
ïðè à > 1 ðåøåíèé íåò.
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2. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à, ïðè êîòîðûõ íåðàâåíñòâî
à · 9õ + 4(à � 1)3õ + à > 1 âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ õ.

Ðåøåíèå. a9x + 4(a � 1)3x + a > 1 äëÿ âñåõ õ. Óêàæåì íàèáîëåå
ïðîñòîé ãðàôè÷åñêèé ñïîñîá ðåøåíèÿ.

Ïóñòü 3õ = t, ãäå t > 0, òîãäà at2 + 4at �4t + a � 1 > 0;

a(t2 + 4t + 1) > 4t + 1, a > 
14

14
2 ++

+
tt

t
, òàê êàê t2 + 4t + 1 > 0 ïðè t > 0.

Â ñèñòåìå tOa ñòðîèì ãðàôèê ôóíêöèè a(t)= 
14

14
2 ++

+
tt

t
.

a’(t) ( ) ( )( )
( ) ( ) =

++

−−−++=
++

++−++=
22

22

22

2

14

294282
2

14

1422144

tt

tttt

tt

tttt

( ) 0
14

2
2

22

2

<
++

−−
=

tt

tt )(
  ïðè t > 0 è ôóíêöèÿ óáûâàåò íà ïðîìåæóòêå

(0; +∞);  à(0) = 1.

Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ t, à
çíà÷èò, è õ, åñëè à ≥  1.

Îòâåò: ïðè à ≥  1.

3. Ðåøèòü óðàâíåíèå axxx −=+⋅− 21264 .

Ðåøåíèå. Ïóñòü 2õ = t, t > 0; òîãäà

( )






≥
−=−







≥
+−=+−−=+−

.

,

;

,
;

at

ata

at

aatttt
attt

132216
16

2222
2     

Ïðè à = 3 óðàâíåíèå ñèñòåìû ðåøåíèÿ íå èìååò.

Ïðè à ≠ 3   t = ( )32
12

−
−

a

a
; ( ) ( )( )( ) .; 03110

32
12

>−+−>
−
−

aaa
a

a
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ßñíî, ÷òî óðàâíåíèå ìîæåò èìåòü êîðíè ïðè à ( ) ( )∞+−∈     ;; 311 U .
Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà ñèñòåìû:

( )( )
( ) ( )

( )( )( )






≠
≤−−−+−≤

−
+−

≥
−

+−−≥−
−
−≥

−
+−

.

,
;

;;;

3

03223223
0

3
16

0
3

621
0

32
1

32
11

2

222

a

aaa

a

aa

a

aaa
a

a

a
a

a

aa

  

    

Èòàê, óðàâíåíèå ïðè à ( ] ( ]22332231 +−−∈     ;; U  äàåò

2õ = ( )32
12

−
−

a

a
; õ = log2 ( )32

12

−
−

a

a
; ïðè îñòàëüíûõ çíà÷åíèÿõ à êîðíè

îòñóòñòâóþò.

4. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî à9õ � à3õ � 2 ≥ 0.

Ðåøåíèå. Ïðèâîäèì îäèí èç âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ ðåøåíèÿ.

Ïóñòü 3x = t, ãäå t > 0, òîãäà a(t2 � t) ≥ 2. Ïðè t2 � t > 0 èìååì

a ≥  
tt −2

2
  (t ( )∞+∈   ;1 ). Ïðè t2 � t < 0 ïîëó÷àåì a ≤ 

tt −2

2

(t ( )10   ;∈ ). Ïîìíèì, ÷òî t > 0.

Ñòðîèì ãðàôèê ôóíêöèè à = 
tt −2

2
.

D(a): t > 0,  t ≠ 1.
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a’(t) = ( )22

122

tt

t

−

−− )(
; a’(t) = 0 ïðè t = 

2

1
. Íà ïðîìåæóòêå (�∞; 

2
1

)

ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò, íà êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ (
2
1

; 1) è (1; + ∞)

ôóíêöèÿ óáûâàåò. t =
2

1
 òî÷êà ìàêñèìóìà; à(

2
1

) = �8. Ïðè

�∞ < a < �8   t1 < t < t2, òî åñòü 
a

aaa
x

a

aaa

2
8

2
8 2

3

2

3
++<<+−

loglog .

Äàëåå, îáðàòèâøèñü ê íàðèñîâàííîìó ãðàôèêó, ïîëó÷èì îòâåòû.

Îòâåò: ïðè � 8−<<∞ a  
a

aaa
x

a

aaa

2
8

2
8 2

3

2

3
++<<+−

loglog ;

ïðè à = �8  õ = �0,5;
ïðè �8 < à ≤ 0 ðåøåíèé íåò;

ïðè a > 0  x > log3 a

aaa

2
82 ++

.
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XI. ËÎÃÀÐÈÔÌÈ×ÅÑÊÈÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß
È ÍÅÐÀÂÅÍÑÒÂÀ C ÏÀÐÀÌÅÒÐÀÌÈ

Ïðèìåð 1 .  Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà à óðàâíåíèå
log3(9

x + 9a3) = x èìååò äâà êîðíÿ?
Ðåøåíèå. Èñõîäíîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ

9õ � 3õ + 9à3 = 0. Ïîëàãàÿ 3x = t, t > 0, ïîëó÷èì t2 � t + 9a3 = 0. Ýòî
óðàâíåíèå äîëæíî èìåòü äâà ïîëîæèòåëüíûõ êîðíÿ, ïîýòîìó ïðè

t1 + t2 = 1,  t1t2 = 9a3 
33

3

36

1
0

09

0361
<<⇔







>

>−
a

a

a
.

Îòâåò: .; 





3 36

1
0   

Ïðèìåð 2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ à óðàâíåíèå log2(4
x + a3) + x = 0

èìååò äâà êîðíÿ?
Ðåøåíèå. Äàííîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ 4õ + à3 = 2�õ.

Â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ñòîèò ôóíêöèÿ, âîçðàñòàþùàÿ ïðè âñåõ
äåéñòâèòåëüíûõ õ (îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðà à âîçðàñòàíèå íå çàâèñèò),
à ôóíêöèÿ, ðàñïîëîæåííàÿ â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ, ïðè âñåõ õ
óáûâàåò. Óðàâíåíèå íå ìîæåò èìåòü áîëåå îäíîãî êîðíÿ.

Îòâåò: íè ïðè êàêèõ.

Ïðèìåð 3. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à, ïðè êîòîðûõ êàæäîå

ðåøåíèå íåðàâåíñòâà log
2

1  x2 ≥  log
2

1  (x + 2) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì

íåðàâåíñòâà 49õ2 � 4à4  ≤  0.
Ðåøåíèå. Äàííîå ëîãàðèôìè÷åñêîå íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî ñèñ-

òåìå 






≤≤−
≠

−>
⇔









≤−−

≠
−>

21

0

2

02

0

2

2 x

x

x

xx

x

x
 îòêóäà �1 ≤ x < 0; 0 < x ≤ 2.

Ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà 49õ2 � 4à4 ≤ 0 ÿâëÿåòñÿ îòðåçîê









−

7

2
;

7

2 22 aa
.

,

,

,

,

,

,

,
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Äëÿ íàõîæäåíèÿ à ñîñòàâèì ñèñòåìó íåðàâåíñòâ  ⇔










≥

−≤−

2
7

2

1
7

2

2

2

a

a

1
7

2
7

2

1
7

2
2

2

2

≥⇔










≥

≥
⇔ a

a

a

 è ( ] [ )+∞−∞−∈ ;77; Ua .

Îòâåò: ( ] [ )+∞−∞− ;77; U .

Ïðèìåð 4. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ñ, äëÿ êîòîðûõ íåðàâåíñòâî
1 + log5(x

2 + 1) ≥  log5(cx
2 + 4x + c) ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ õ.

Ðåøåíèå. Äàííîå íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå

( ) ( )





≥−+−−

>++
0545

04
2

2

cxxc

cxcx
.  Äëÿ òîãî ÷òîáû âûïîëíÿëîñü êàæäîå

íåðàâåíñòâî ñèñòåìû äëÿ ëþáûõ õ, íåîáõîäèìî, ÷òîáû âûïîëíÿ-
ëîñü, êàæäîå èç íåðàâåíñòâ ñèñòåìû

( )

⇔











≤−−

<−

>−
>

054

04

05

0

2

2

c

c

c

c

( )( )
( )( )









≥−−
>+−

>−
>

073

022

05

0

cc

cc

c

c

   
îòêóäà 2 < c ≤ 3.

Îòâåò: (2; 3].

Ïðèìåð 5. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ à, ïðè êîòîðûõ íåðàâåíñòâî
loga(a+1)(¦x¦ + 4) > 1 âûïîëíÿåòñÿ ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ õ.

Ðåøåíèå. Äàííîå íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî ñîâîêóïíîñòè äâóõ ñè-

ñòåì íåðàâåíñòâ: à) 
( )





+>+

>+
aax

aa
24

11
; á) 

( )




−+<

<+<
4

110
2 aax

aa
.

à) Íåðàâåíñòâî ¦õ¦ > a2 + a � 4 áóäåò âåðíûì äëÿ ëþáîãî õ, åñëè

,

,

,

,

,

,

,

,

,

,

,

;

,

.
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a2 + a � 4 < 0. Íåîáõîäèìî ðåøèòü ñèñòåìó íåðàâåíñòâ






<−+
>−+

04

01
2

2

aa

aa

Ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû:






 +−+−





 −−−−∈
2

171
;

2

51

2

51
;

2

171
Ua .

á) Íåðàâåíñòâî ¦õ¦ < a2 + a � 4 íå ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ ïðè
ëþáûõ õ, ò. ê. à2 + à � 1 < 0, òåì áîëåå à2 + à � 4 < 0.

Îòâåò: 




 +−+−





 −−−−
2

171
;

2

51

2

51
;

2

171
U .

Ïðèìåð 6. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ñ, ïðè êîòîðûõ íåðàâåí-

ñòâî 1 + log2(2x
2 + 2x +

2

7
) ≥  log2(cx

2 + c) èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå.

Ðåøåíèå. Òàê êàê 2x2 + 2x +
2

7
 > 0 ïðè x ∈R è cx2 + c = c(x2 + 1) > 0

ïðè ñ > 0, îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ íåðàâåíñòâà x ∈R ïðè ñ > 0. Ïðè
ýòèõ óñëîâèÿõ èñõîäíîå íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó
(4 � c)x2 + 4x + 7 � c ≥  0.

Åñëè 4 � ñ ≥  0, òî íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíî çíà÷åíèå õ, ïðè êîòîðîì

íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ. Èòàê, ñ ( ]40     ;∈
Åñëè 4 � ñ < 0, òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ õîòÿ áû îäíîãî çíà÷åíèÿ õ,

ïðè êîòîðîì íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ, íåîáõîäèìî, ÷òîáû äèñ-
êðèìèíàíò êâàäðàòíîãî íåðàâåíñòâà áûë íåîòðèöàòåëüíûì:
4 � (4 � ñ)(7 � ñ) ≥  0, ñ2 � 11ñ + 24 ≤ 0, îòêóäà 3 ≤ ñ ≤ 8.

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì ( ] [ ] ( ]808340        ;;; =U .

Îòâåò: ( ]80    ; .

Ïðèìåð 7. Ðåøèòü óðàâíåíèå log
a

x2  a + loga
2x = 2.

Ðåøåíèå. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ óðàâíåíèÿ âûðàæàåòñÿ íåðà-

âåíñòâàìè x > 0;  x a≠ .
Óðàâíåíèå ìîæåò èìåòü ðåøåíèÿ òîëüêî ïðè âûïîëíåíèè óñëî-

âèé: a > 0; a ≠ 1.

,

.
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Ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ ïåðåéäåì ê îñíîâàíèþ à:

2log

log

1
2

=+ x

a

x a

a

;  2log
1log2

1 =+
−

x
x a

a

. Îáîçíà÷èâ logax = y,

ïîëó÷èì óðàâíåíèå 2
12

1 =+
−

y
y

; 1 + 2ó
2
 � ó � 4ó + 2 =

 0; 2ó2 � 5ó + 3 = 0;

ó = 1 èëè ó = 
2

3
.

logax = 1 è õ = à. Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå îãðàíè÷åíèé x > 0;

x a≠ . Ïðè ýòîì a > 0; a ≠ 1.

logax = 
2

3
, aax = . Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå îãðàíè÷åíèé x > 0;

x a≠ . Ïðè ýòîì a > 0; a ≠ 1.
Îòâåò: ïðè a ≤ 0, a = 1 óðàâíåíèå ðåøåíèé íå èìååò;

ïðè a > 0, a ≠ 1 õ = à.

Ïðèìåð 8. Ðåøèòü óðàâíåíèå logsinx2 · log 2
xsin a � 1 = 0.

Ðåøåíèå. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ óðàâíåíèÿ çàäàåòñÿ ïðîìåæóòêàìè

.,ðð;ð

ð

ð;ð Znnnnnõ ∈




 ++





 +π∈       

22
    2222 U

Ïðè a ≤ 0, à = 1 óðàâíåíèå ðåøåíèé íå èìååò.

Ïðè a > 0, à ≠ 1 óðàâíåíèå ìîæåò èìåòü ðåøåíèÿ. Âûïîëíèì

ïðåîáðàçîâàíèÿ, âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé logab= a

b

c

c

log

log
; a > 0,

b > 0, c > 0, c ≠ 1, a ≠ 1; 01
12

2
=−⋅

xx aa

a

sinlogsinlog

log
;

2logsinlog2 2
aa x = ;  2log5,0sinlog2

aa x ⋅= ;

2log5,0sinlog aa x ⋅±= ;   sin x = a
2log5,0 a±
=2 a2log5,0± .
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Äëÿ óðàâíåíèÿ sin x = 2 a250 log,  èìååì:
ïðè 0 < a < 1    log2a < 0, è óðàâíåíèå êîðíåé íå èìååò;

ïðè a > 1   2
a2log5,0
 >1, è óðàâíåíèå sin x = 2 a2log5,0  êîðíåé íå

èìååò. Ðåøàÿ óðàâíåíèå sin x = 2� a2log5,0
,  íàõîäèì,

÷òî õ = (�1)narcsin (2� a2log5,0
) + πn, n ∈ Z

è .,ð;ð

ð

ð;ð Zkkkkkõ ∈




 ++





 +π∈     ð  

22
    2222 U

Îòâåò: ïðè à ≤ 1 óðàâíåíèå ðåøåíèé íå èìååò;

ïðè à > 1 õ=(�1)n arcsin (2� a2log5,0 )+πn, n ∈ Z è

.,ð;ð

ð

ð;ð Zkkkkkõ ∈




 ++





 +π∈     ð  

22
    2222 U

Ïðèìåð 9. Ðåøèòü óðàâíåíèå loga(x + a) = loga(x
2 � a2).

Ðåøåíèå. Îòìåòèì, ÷òî ïðè a ≤ 0, à = 1 óðàâíåíèå ðåøåíèé íå
èìååò.

Ïðè a > 0, a ≠ 1 óðàâíåíèå ìîæåò èìåòü ðåøåíèÿ, ïðè ýòîì
îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ óðàâíåíèÿ õ > a. Èñõîäíîå óðàâíåíèå ðàâíî-
ñèëüíî óðàâíåíèþ õ + à = õ2 � à2;  (õ � à)(õ + à) � (õ + à) = 0;
(õ + à)(õ � à � 1) = 0; õ = �à è õ = à + 1.

Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå âñåõ íàëîæåííûõ ðàíåå óñëîâèé. Ïîñêîëüêó
õ > a, òî �à > a, íî òîãäà a < 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ðàññìàòðèâàåìîìó
âàðèàíòó a > 0, a  ≠ 1. à + 1 > a ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ à è õ = à + 1.

Îòâåò: ïðè a ≤ 0, à = 1 óðàâíåíèå ðåøåíèé íå èìååò;
ïðè a > 0, a ≠ 1 õ = à + 1.

Ïðèìåð 10. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî loga(3ax � 5) < x + 1.
Ðåøåíèå. Îòìåòèì, ÷òî íåðàâåíñòâî ìîæåò èìåòü ðåøåíèÿ ïðè

a > 0, a ≠ 1. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ íåðàâåíñòâà ïðè ýòîì îïðåäåëÿåòñÿ
íåðàâåíñòâîì 3ax � 5 > 0 (îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî ýòèì íåðàâåíñòâîì).

Çàìåíÿåì èñõîäíîå íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíûì åìó loga 1

53
+

−
x

x

a

a
<0,

êîòîðîå ìîæíî çàìåíèòü íåðàâåíñòâîì

( ) 01
53

1 <





−

⋅
−−
aa

a
a

x

x

; ( ) 0
53

1
1

<




 ⋅−−− +x

xx

a

aaa
a ;
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(à � 1)((3 � à)àõ � 5) < 0.
Ïóñòü a � 1 > 0, òîãäà a > 1, (3 � a)ax � 5 < 0; (3 � a)ax < 5. Åñëè

1 < a < 3, òî 
a

ax

−
<

3

5
; 

a
x aa −

<<
3

5
log

3

5
log . Ïðè a > 3, 

a
ax

−
>

3

5
,

íî 3 � a < 0, ïîýòîìó 
a

ax

−
>

3

5
ïðè ëþáîì x > loga 3

5
.

Ïóñòü 0 < a < 1, òîãäà a � 1 < 0 è (3 � a)ax
 � 5 > 0. Ïðè ýòîì 3 � a

 > 0

è 
a

ax

−
>

3

5
; x < loga a−3

5
. Íå çàáóäåì, ÷òî 3ax � 5 > 0; ax > 

3
5

;

x < loga 3
5

, íî loga > 3
5

 loga a−3

5
.

Ïðè à  =  3 èñõîäíîå íåðàâåíñòâî ïðèíèìàåò âèä
log3(3

x + 1 �5) <  < x + 1, îòêóäà log3(3
x + 1 � 5) < log33

x + 1.
Ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî 3x + 1 �5 < 3x + 1, ñïðàâåäëèâîå äëÿ âñåõ õ èç

îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ 3x + 1 � 5 > 0;  3x + 1 > 5;  x + 1 > log35; x > log3 3

5
.

Ïðè a > 3     x > loga a−3

5
, íî âûðàæåíèå 

a−3

5
ïðè ýòîì íå èìååò

ñìûñëà.

Îòâåò: ïðè à ≤ 0, a > 3 è à = 1 íåðàâåíñòâî ðåøåíèé íå èìååò;

ïðè 0 < a < 1   x < loga a−3

5
;

ïðè 1 < a < 3   
a

x aa −
<<

3

5
log

3

5
log ;

ïðè à = 3    x > log3 3

5
.

Óïðàæíåíèÿ
1. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà à óðàâíåíèå log2(4

x + a) =
= log2(3�2x) íå èìååò êîðíåé?

2. Ðåøèòü óðàâíåíèå logx(x � a) = 2.
3. Ðåøèòü óðàâíåíèå loga(ax + 1) + loga(x � 1) = 1.
4. Îïðåäåëèòü âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à òàêèå, ÷òîáû ñóììà

êâàäðàòîâ âñåõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ 2loga¦x � 1¦ � loga x = 1
ðàâíÿëàñü 34.
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5. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ð ôóíêöèÿ f(x) = lg ( ) 




 −

+−−
8
55

54 2 p
xxp

îïðåäåëåíà äëÿ âñåõ çíà÷åíèé õ?
Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à, ïðè êîòîðûõ íåðàâåíñòâà âû-

ïîëíÿþòñÿ ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ õ:
6. loga(a � 1)(¦x¦ + 4) > 1.
7. log

1−a
a (x2 + 2) > 1.

Îòâåòû:

1. Ïðè a > 
4
9

.

Ðåêîìåíäàöèÿ. Ëåã÷å âñåãî ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè a = 3t � t2,
ãäå t > 0.

2. Ïðè 0 < a ≤ 
4
1

 x = 
2

411 a−±
;

ïðè a < 0  x = 
2

411 a−+
;

ïðè à = 0 è à >
4
1

 óðàâíåíèå êîðíåé íå èìååò.

3. Ïðè à ≤ 0 è a = 1 óðàâíåíèå êîðíåé íå èìååò;

ïðè a > 0 è à ≠ 1   õ = 
a

aaa

2
1251 2 +++−

.

4. 4.

5. ð ( )1−−∞∈   ; .

6. à 








 +−+−









 −−−−∈
2

171
2

51
2

51
2

171
    ;; U .

7. à ( )2−−∞∈   ; .
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XII. ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÀß È ÏÀÐÀÌÅÒÐÛ

 Ïðèìåð 1. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ à ÷èñëî 2 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé
ìèíèìóìà ôóíêöèè f(x) = (2x � a)6 � (x + a � 1)4.

Ðåøåíèå. Ïîêàæåì ñòàíäàðòíîå ðåøåíèå.
1. D(f) = R.
2. f'(x) = 6(2x � a)5�2(x + a � 1)4 + 4(2x � a)6�(x + a � 1)3 =

= 4(2x � a)5�(x + a � 1)3�(5x + 2a � 3).
3.  D(f’)  = R. Êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè íàéäåì èç óñëîâèÿ

f’(x)  = 0:

x1 = 
2
a
; x2 = 1 � a; x3 = 

5
23 a−

.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x1 = x2, òîãäà 
2
a

= 1 � a, à = 
3
2

, íî òîãäà

x3 = ==
−

3
1

5
3
4

3
x1 = x2.

Äàëåå ðàññìîòðèì ñëó÷àè a > 
3
2

 è à < 
3
2

 .

a) à <
3
2

, òîãäà x1 < 
3
1

;  x2 > 
3
1

. Ïîêàæåì, ÷òî x3 < x2: a
a −<−

1
5
23

;

3 � 2a < 5 � 5a; a < 
3
2

. Èòàê, x1 < x3 < x2, òî åñòü a
aa −<−< 1

5
23

2
.

Â ýòîì ñëó÷àå òî÷êè ìèíèìóìà õ =
2
a

 è õ = 1 � à, íî òîãäà
2
a

 = 2

è 1 � à = 2, îòêóäà à = 4 è à = �1.

á) Ïóñòü òåïåðü a >
3
2

. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî 
25

23
1

aa
a <−<− .
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Èìååì òå æå ñàìûå òî÷êè ìèíèìóìà.
Îòâåò: �1; 4.

Ïðèìåð 2. Ïðè êàêèõ a < �2 ôóíêöèÿ

f(x) = (a + 2)x3� 3ax2 + 9ax � 2 óáûâàåò íà ïðîìåæóòêå (� ∞; +∞).
Ðåøåíèå. D(f ) = R.
Åñëè a < �2, òî äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ
f’(x)  = 3(a + 2)x2 �6ax + 9a ≤ 0 ïðè âñåõ õ ∈ R íåîáõîäèìî,  ÷òîáû

0
4

≤D
; 9à2 � 27à(à + 2) ≤ 0. Äàëåå äåëåíèå íåðàâåíñòâà íà 3à < 0 äàåò

3à � 9(à + 2) ≥  0; à ≤ �3.
Îòâåò: ïðè à ∈ (�∞; �3].

Ïðèìåð  3 .  Äëÿ êàêèõ à íèàáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè
f(x) = ax3 + 4x + 1 äîñòèãàåòñÿ íà ëåâîì êîíöå îòðåçêà [1; 2]?

Ðåøåíèå. Åñëè à = 0, òî ôóíêöèÿ f(x) = 4x + 1 � âîçðàñòàþùàÿ. Îíà
ïðèíèìàåò ñâîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå íà ïðàâîì êîíöå ïðîìåæóòêà.

Åñëè a > 0,  òî f’(x)  = 3ax2 + 4 > 0,  è ôóíêöèÿ ìîíîòîííî
âîçðàñòàåò è âíîâü ïðèíèìàåò ñâîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå íà ïðàâîì
êîíöå ïðîìåæóòêà.

Åñëè à < 0, òî ôóíêöèÿ èìååò äâå êðèòè÷åñêèå òî÷êè:

õmin =
a3

2

−
−  è xmax = 

a3

2

−
.

1. Åñëè xmax ≤ 1, òî íà îòðåçêå [1; 2] ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè îòðè-
öàòåëüíà. Ôóíêöèÿ óáûâàåò è äîñòèãàåò ñâîåãî íàèáîëüøåãî çíà-
÷åíèÿ íà ëåâîì êîíöå ïðîìåæóòêà.

2. Åñëè xmax ≥  2, òî íà îòðåçêå [1; 2] ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè ïîëî-
æèòåëüíà. Ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò è íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ äîñòèãàåò â
òî÷êå õ = 2.

3. Åñëè òî÷êà xmax ∈ (1; 2), òî íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè áóäåò
äîñòèãíóòî òîëüêî â òî÷êå xmax.

Ïðè à < 0 óñëîâèþ çàäà÷è óäîâëåòâîðÿþò òå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à,

ïðè êîòîðûõ xmax = a3

2

−
 < 1, îòêóäà à ≤ 

3
4− .

Îòâåò: ïðè à 



 −∞−∈

3
4

  ; .



138

Ïðèìåð 4.  Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ à íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóí-
êöèè f(x) = 4asin x � cos 2x + 2a2 � 2a íà îòðåçêå [0; π] áóäåò
íàèìåíüøèì?

Ðåøåíèå. Ïóñòü sin x = t  è, åñëè õ ∈ [0; π], òî t ∈ [0; 1].
Òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå äàåò:
f(x) = 4asin x � 1 + 2sin2 x + 2a2 � 2a.
Ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííîé ïîëó÷èì f(t) = 2t2 + 4at + 2a2 � 2a � 1.
Òåïåðü çàäà÷ó ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü òàê: «Ïðè êàêèõ à íàè-

áîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè f(t) íà îòðåçêå [0; 1] áóäåò íàèìåíüøèì?».
f’(t)  = 4t + 4a è f’(t)  = 0 ïðè t = �a. Ïîëó÷åíà åäèíñòâåííàÿ

êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà.
Ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå ñëó÷àè âîçìîæíîãî ðàñïîëîæåíèÿ �à íà

îòðåçêå [0; 1].
1. Ïðè �a > 1, ò. å. à < �1 ôóíêöèÿ íà îòðåçêå [0; 1] óáûâàåò è

íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíÿòü ïðè t = 0, òîãäà

f(0) = 2a2 � 2a � 1 = q(a).  q’(a) = 4a � 2, a =
2
1

.

Ýòî çíà÷åíèå íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ à < �1.
2. Ïðè 0 ≤ �à ≤ 1, ò. å. �1 ≤ à ≤ 0 â òî÷êå õ = �à ôóíêöèÿ èìååò

ëîêàëüíûé ìèíèìóì, ïîýòîìó íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèÿ f(t)
ìîæåò ïðèíèìàòü ëèáî ïðè t = 0, ëèáî ïðè t = 1.

f(0) = 2a2 � 2a � 1 = q(a). q’(a) = 4a � 2, a = 
2
1
. Ïîëó÷åííîå

çíà÷åíèå à íå óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó �1 ≤ à ≤ 0.

f(1) = 2a2 + 2a + 1 = q(a); q’(a) = 4a + 2; q’(a) = 0 ïðè à = �
2
1

.

q(�1) = 1; q 2
1

2
1 =





− ; q(0) = 1. ßñíî, ÷òî íàèìåíüøåå çíà÷å-

íèå q(a) äîñòèãàåòñÿ ïðè à = �
2
1

.

3. Ïðè a > 0 íà îòðåçêå [0; 1] ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò.
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Íàèáîëüøåå çíà÷åíèå áóäåò ïîëó÷åíî ïðè t = 1, íî òîãäà
q(a) = 2a2 + 2a + 1. Ýòî íàèáîëüøåå çíà÷åíèå áóäåò äîñòèãíóòî ïðè

à = �
2
1

, íî ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå à íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ a > 0.

Îòâåò: ïðè à = �
2
1

.

Ïðèìåð 5. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a è b âñå ýêñòðåìóìû ôóíêöèè
f(x) = a2x3 + ax2 � x + b îòðèöàòåëüíû è ìàêñèìóì íàõîäèòñÿ â òî÷êå
õ = �1.

Ðåøåíèå. D(f)=R.
f’(x)=3a2x2 + 2ax � 1.  Åñëè à = 0,  òî f’(x)  = �1 <  0,  è ôóíêöèÿ

óáûâàåò.

Ïðè à ≠ 0   õ1, 2 = 23

2

a

aa±−
;  õ1 = a

1− ;  õ2 = a3
1

.

Åñëè a > 0, òî èìååì ñèòóàöèþ, ïðåäñòàâëåííóþ íà ðèñóíêå.

x =
a

1−  = �1; a = 1 è x =
3
1

.

Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ çàäà÷è âñå ýêñòðåìóìû îòðèöàòåëüíû,
òðåáóåòñÿ ðåøèòü ñèñòåìó íåðàâåíñòâ:

⇔






<

−<
⇔







<+−+

<+++−

27
5

1

0
3
1

9
1

27
1

0111

b

b

b

b ,,
 b < �1.

Èòàê, ïåðâûé îòâåò: a = 1; b < �1.
Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ a < 0 ïðèâîäÿò ê îòâåòó:

à = �
3
1

 è b < �
9
5

 (ñì. ðèñ.).
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Ïðåäëàãàåì ÷èòàòåëÿì ïîëó÷èòü îòâåò ñàìîñòîÿòåëüíî.

Îòâåò: à = �
3
1

 ïðè b 




 −∞−∈

9
5

  ; ;

 a = 1 ïðè b ∈ (�∞; �1).

Óïðàæíåíèÿ
1. Ïðè êàêèõ à ôóíêöèÿ f(x) = 2ex � ae�x + (2a + 1)x � 1 óáûâàåò

íà îòðåçêå [0; 1]?
2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ à ÷èñëî 5 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà

ôóíêöèè f(x) = (3x � a)4(x + a � 2)6?
3. Íàéòè çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ð, ïðè êîòîðûõ ôóíêöèÿ

f(x) = px2 + −
−

x
p

2
812 2

12 èìååò ìàêñèìóì â òî÷êå õ = 
4
9

.

4. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ
ôóíêöèÿ y(x) = 8ax � asin 6x � 7x � sin 5x âîçðàñòàåò è íå èìååò
òî÷åê ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà.

Îòâåòû:
1. (�∞; �1].
2. �3; 15.
3. �9 (çàìåòèòü, ÷òî p < 0).
4. (6; +∞).
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XIII. ÑÈÑÒÅÌÛ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ
È ÍÅÐÀÂÅÍÑÒÂ Ñ ÏÀÐÀÌÅÒÐÀÌÈ

Â ðàññìîòðåíèè âñåõ çàäà÷ áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ìû óæå íàó÷èëèñü
ðåøàòü óðàâíåíèÿ âñåõ îñíîâíûõ âèäîâ è èìååì ïðåäñòàâëåíèå îá
ýëåìåíòàðíûõ ñïîñîáàõ ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ (ìå-
òîä ïîäñòàíîâêè, ìåòîä çàìåíû ïåðåìåííûõ, ñóììèðîâàíèå óðàâíå-
íèé è íåðàâåíñòâ (êîãäà ýòî âîçìîæíî)).

Íà÷íåì ñ ðàçáîðà ñàìûõ ïðîñòûõ çàäà÷, íàïðèìåð c ñèñòåìû ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé ñ n ïåðåìåííûìè.

Ïðèìåð 1. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé 
( )
( )




=++
−=−−
.

,

mmyxm

myxm

31

725

Ðåøåíèå. Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ íàõîäèì 2y = (m � 5)x � (m � 7),

y =
2
1

 (m � 5)x � 
2
1

 (m � 7). Ïîäñòàíîâêà ïîëó÷åííîãî çíà÷åíèÿ ó âî

âòîðîå óðàâíåíèå äàñò

(m + 1)x +
2
1

m(m � 5)x �
2
1

m(m � 7) = 3m,

2mx + 2x + m2x � 5mx � m2 + 7m = 6m,
x(2 � 3m + m2) = m2 � m.                                                          (*)
Èññëåäóåì òå çíà÷åíèÿ m, ïðè êîòîðûõ m2 � 3m + 2 = 0, îòêóäà

m = 1 èëè m = 2.
Ïðè m = 1 óðàâíåíèå (*) ïðèíèìàåò âèä 0�õ = 0, è õ � ëþáîå

äåéñòâòåëüíîå ÷èñëî, ò. å. õ = t, ãäå t ∈R, òîãäà y = �2t + 3.
Ïðè m = 2 óðàâíåíèå (*) ïðèíèìàåò âèä 0�õ = 2. Ýòî ãîâîðèò î

òîì, ÷òî óðàâíåíèå (*) è èñõîäíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ðåøåíèé íå
èìååò.

Ïðèìå÷àíèå. Äàííûé ñëó÷àé ïîäðîáíî ðàññìîòðåí â ðàçäåëå I.
Ïðè m ≠ 1 è m ≠ 2 ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì:

õ =
2−m

m
; ó = 

2
72

−
−

m

m
.

Îòâåò: ïðè m = 1 (t; �2t + 3),  t ∈R;
ïðè m = 2 ñèñòåìà ðåøåíèé íå èìååò;

ïðè m ≠ 1 è m ≠ 2 






−
−

− 2
72

2 m

m

m

m
  ; .
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Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïîëîæåíèé, õîðîøî èçâåñòíûõ
â ëèíåéíîé àëãåáðå.
Ïóñòü äàíà ñèñòåìà óðàâíåíèé





=+
=+

,

,

222

111

cybxa

cybxa
                                                                         (1)

ãäå a1, a2, b1, b2, c1, c2 � îòëè÷íûå îò íóëÿ ÷èñëà.

1. Åñëè 
2

1

2

1

2

1

c

c

b

b

a

a
≠= , òî ñèñòåìà óðàâíåíèé (1) ðåøåíèé íå

èìååò.

2. Åñëè 
2

1

2

1

2

1

c

c

b

b

a

a
== , òî ñèñòåìà óðàâíåíèé (1) èìååò áåñêîíå÷-

íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé.

3. Åñëè 
2

1

2

1

b

b

a

a
≠ , òî ñèñòåìà (1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Ïðèìåð  2 .  Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ à ñèñòåìà óðàâíåíèé

( )
( )




−=++
=+−
112

54272

yax

yxa ,,
èìååò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé?

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ íàçâàííûìè ðàíåå ñâîéñòâàìè. Èñïîëüçó-
åì ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè. Èìååì, ÷òî óðàâíåíèÿ

2
9

2
2 −=−a

 è 
2
9

1
27 −=
+a

 äîëæíû èìåòü îäèí è òîò æå êîðåíü. Ëåãêî

âèäåòü, ÷òî ýòî à = �7.
Ïðèìå÷àíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ è èäååé ïðè-

ìåðà 1 ýòîãî ðàçäåëà. Î òîì, êàêîé èç ïðèåìîâ èìååò ïðåèìóùåñòâî,
ïðåäëàãàåì ñóäèòü ÷èòàòåëÿì!

Ïðèìåð 3. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ à äëÿ ëþáîãî b íàéäåòñÿ ñ

òàêîå, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé 






−=+
+=+

12

2 2

cybx

ccabyx ,
èìååò õîòÿ áû îäíî

ðåøåíèå?
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Ðåøåíèå. Îïÿòü èñïîëüçóåì óæå óïîìÿíóòûå ñâîéñòâà. Åñëè

2
2 b

b
= , ò. å. b = ±2, òî èñõîäíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé íå èìååò.

Ïðè b ≠ ±2 ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

õ = 2

2

4

22

b

bbccac

−
+−+

;  ó = 2

2

4

22

b

bcabcc

−
−−−

.

Ïðè b = 2 èñõîäíàÿ ñèñòåìà èìååò âèä 





−=+
+=+
.

,

122

22 2

cyx

ccayx

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîñëåäíÿÿ ñèñòåìà èìåëà ðåøåíèÿ, íåîáõîäèìî
âûïîëíåíèå ðàâåíñòâ ac2 + c = c � 1, ac2 = �1 (*). Åñëè a < 0, òî
ðàâåíñòâî (*) âûïîëíèìî.

Ïðè b = �2 ïîëó÷àåì ñèñòåìó 






−=−
+=−
.

,

cyx

ccayx

122

22 2

Äëÿ òîãî ÷òîáû ýòà ñèñòåìà èìåëà ðåøåíèå, íåîáõîäèìî âû-
ïîëíåíèå ðàâåíñòâà ac2 + c = 1 � ñ, ac2 + 2c � 1 = 0. Ïîñëåäíåå
ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíûì îòíîñèòåëüíî ñ. Î÷å-
âèäíî, ÷òî îíî ìîæåò èìåòü ðåøåíèÿ òîëüêî ïðè íåîòðèöàòåëüíîì
äèñêðèìèíàíòå, òîãäà D = 1 + a ≥ 0, îòêóäà ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî
à ≥ �1 (**).

Îáúåäèíÿÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû (*) è (**), ïîëó÷àåì, ÷òî
ïðè à ∈ [�1; 0) âñåãäà íàéäóòñÿ òàêèå ñ, ÷òî ïðè ëþáîì b èñõîä-
íàÿ ñèñòåìà èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå.

Îòâåò: ïðè à ∈[�1; 0).

Ïðèìåð 4. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà à óðàâíåíèÿ
õ2 + 4õ � 3à + 7 = 0 è õ2 + 7õ � 5à + 15 = 0 èìåþò îáùèé
êîðåíü?

Ðåøåíèå. Ïî ñóòè äåëà íåîáõîäèìî ðåøèòü ñèñòåìó äâóõ óðàâíå-
íèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè. Ðåøàåì ñèñòåìó óðàâíåíèé







=++

=++

0.155–7

0,73–4
2

2

ax

axx

x
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Âûðàçèì õ ÷åðåç à, äëÿ ÷åãî èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû

âû÷òåì âòîðîå: �3õ + 2à � 8 = 0, õ = 
3

82 −a
. Çàìåíèì â ïåðâîì

óðàâíåíèè õ ïîëó÷åííûì ïðè ýòîì âûðàæåíèåì, ïîëó÷èì

073
3
328

9
64324 2

=+−−++−
a

aaa
.

Ïîñëå î÷åâèäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå
îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà à: 4à2 � 35à + 31 = 0, êîðíÿìè êîòîðîãî

ÿâëÿþòñÿ à = 1 è à = 
4
31

.

Ñèñòåìà óðàâíåíèÿ ïðè à = 1 ïðèîáðåòàåò âèä

( )
( )( )





=++
=+⇔







=++

=++

.

,,

052

02

0107

044 2

2

2

xx

x

xx

xx

ßñíî, ÷òî õ = �2 � îáùèé êîðåíü äâóõ óðàâíåíèé.
Àíàëîãè÷íàÿ ïðîâåðêà âòîðîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à äàåò òîò æå

ðåçóëüòàò.

Îòâåò: 1; 
4
31

.

Ïðèìåð 5. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ à, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà óðàâíå-

íèé 






−=−+

+=+−

ayxyx

aayxyx

422 22

222 ,
  èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå.

Ðåøåíèå. Äëÿ ïðîñòîòû ðàññóæäåíèé ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ
m = a2 + a è n = 2 � 4a. Òàê êàê (0; 0) íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
ñèñòåìû, ðàçäåëèâ ïåðâîå óðàâíåíèå íà âòîðîå, ïîëó÷èì

n

m

yxyx

yxyx
=

−+
+−

22

22

2
, îòêóäà

x2(n � 2m) � xy(m + n) + y2(n + m) = 0.
Ïîñëå äåëåíèÿ îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ íà y2 ≠ 0 áóäåì èìåòü

(n � 2m) 

2







y

x
� (m + n) 





y

x
 + (n + m) = 0.
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Ðàññìîòðèì ïîëó÷åííîå êâàäðàòíîå îòíîñèòåëüíî 





y

x
 óðàâíåíèå.

Ýòî óðàâíåíèå áóäåò èìåòü õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå ïðè n � 2m = 0

(â ýòîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì ëèíåéíîå îòíîñèòåëüíî 





y

x  óðàâíå-

íèå) è ïðè íåîòðèöàòåëüíîì äèñêðèìèíàíòå:
D = (m + n)2 � 4(m + n)(n � 2m) ≥ 0.

1. Óñëîâèå n � 2m = 0 ïîñëå âîçâðàùåíèÿ ê ïàðàìåòðó à äàåò:

2 � 4à � 2à2 � 2à = 0; à2 + 3à � 1 = 0; à = 
2

133±−
.

2. Ðàññìîòðèì íåðàâåíñòâî, îïèñûâàþùåå äèñêðèìèíàíò:
(m + n)(m + n � 4n + 8m) ≥ 0; (m + n)(3m � n) ≥ 0. Ïðè âîçâðàùå-

íèè ê ïàðàìåòðó à ïîëó÷èì ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé
(à2 � 3à+2)(3à2 + 7à � 2) ≥ 0;

(à � 1)(à � 2) 








 −+








 ++
6

737
6

737
aa ≥ 0.

Ïðèìåíèì ìåòîä èíòåðâàëîâ äëÿ ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâà:

è ïîëó÷èì a [ )∞+










 +−










 −−∞−∈       ;;; 21
6

737
6

737
UU , ïðè ýòîì

à ≠ 
2

133±−
. Íî ïðè à =

2
133±−

 ñèñòåìà èìååò ðåøåíèå, ýòè

çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà âõîäÿò â ðàññìîòðåííûå ïðîìåæóòêè.

Îòâåò: [ )∞+










 +−










 −−∞−       ;;; 21
6

737
6

737
UU .
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Ïðèìåð 6. Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà à

ñèñòåìà óðàâíåíèé
( )







=+
=++

4

4 22

yx

ayx ,
   èìååò îäíî ðåøåíèå?

Ðåøåíèå. Ïðè à = 0 ðåøåíèåì ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ïàðà (�4; 0).
Ïðè a < 0 ñèñòåìà ðåøåíèé íå èìååò.
Ïðè a > 0 ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû ãåîìåòðè÷åñêè ïðåäñòàâ-

ëÿåò îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå (�4; 0) ðàäèóñà a, à âòîðîå
óðàâíåíèå ãåîìåòðè÷åñêè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàäðàò ñ âåðøè-
íàìè â òî÷êàõ: (�4; 0); (4; 0); (0; �4); (0; 4). Ñäåëàåì ðèñóíîê:

Îêðóæíîñòü è êâàäðàò èìåþò îäíó îáùóþ òî÷êó (4; 0), íî

òîãäà a = 8 è à = 64.
Îòâåò: 64.

Ïðèìåð 7. Ïðè êàêèõ à ñèñòåìà óðàâíåíèé 
( ) ( )







=−

−=−

0

349

xy

yxa ,

èìååò äâà ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ?

Ðåøåíèå. Òàê êàê  ó = x, ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû çàïèøåòñÿ â

âèäå ( )( ) ( )xxxa −=+− 3433 , îòêóäà õ = 9 ïðè ëþáîì äåéñòâèòåëü-
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íîì à, íî òîãäà ó = 3. x + 3 = �
a

4
, x = � 

a

4
�3. Ïîñëåäíåå óðàâíå-

íèå áóäåò èìåòü êîðåíü, åñëè � 
a

4
�3≥0; ;0

34 ≤+
a

a
� ≤

3
4

 à < 0.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû êîðíè íå ñîâïàäàëè (èíà÷å ñè-
ñòåìà áóäåò èìåòü îäíî ðåøåíèå), ñèñòåìà áóäåò èìåòü äâà ðåøå-

íèÿ ïðè 
3
2

6
4

33
4 −≠⇔≠−⇔≠−− a

aa
.

Îòâåò: ïðè � ≤
3
4

 à < 0 è à ≠ �
3
2

.

Ïðèìåð 8. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ a è b cèñòåìà óðàâ-

íåíèé 






−=

−=

ybx

axay ,3
  èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé?

Ðåøåíèå. Çàìåíèâ âî âòîðîì óðàâíåíèè ó åãî çíà÷åíèåì èç
ïåðâîãî óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì:

.baxaxaxabxaxabx =−⋅+⇔−⋅−=⇔−−= 333

Åñëè à = 0, òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ êîíå÷íîå.
Ïóñòü a > 0

1) 





−=+

≤







=+−−

≤

.)(

,

;

,

baax

x

baaxx

x
22 31

0

3

0
 Óðàâíåíèå ñèñòåìû áóäåò

èìåòü áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé ïðè à = �1 è 3à2 � b = 0.
ßñíî, ÷òî b = 3, íî à = �1 íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ a > 0.

2) 





−=−

≤<







=+−

≤<

.)(

,

;

,

baax

ax

baaxx

ax
22 31

30

3

30
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Â ðàññìîòðåííîì ñëó÷àå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé áó-
äåì èìåòü ïðè à = 1 è b = 3. Ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ íå èìåþò
íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé.

3) 






+=+

>







=−+

>

.)(

,

;

,

baax

ax

baaxx

ax
22 31

3

3

3
 Êàê è â ñëó÷àå 1) óðàâíå-

íèå ñèñòåìû áóäåò èìåòü áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé ïðè
à = �1 è 3a2 + b = 0, íî à = �1 íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ a > 0.

Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëó÷àè, êîãäà a < 0, ïðè ýòîì
ïîëó÷àåì áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé ïðè à = �1 è b = 3.
Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî , ÷òî ïðè à = �1 è 3a2 + b ≠ 0 ñèñòåìà
íå ìîæåò èìåòü áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé.

Îòâåò: (±1; 3).

Ïðèìåð 9. Íàéòè íàèìåíüøåå ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå ïà-

ðàìåòðà k, ïðè êîòîðîì ñèñòåìà óðàâíåíèé 






+=
−=

4

3

kxy

xy ,
  èìååò åäèí-

ñòâåííîå ðåøåíèå.
Ðåøåíèå. Ïîñòðîèì â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ãðà-

ôèêè ôóíêöèé f(x) = ¦x � 3¦ è g(x) = kx + 4.

Ïîñòðîåííûå ãðàôèêè ïîêàçûâàþò, ÷òî ñèñòåìà èìååò åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå ïðè k > 0, êîãäà ïðÿìûå y = kx + 4 è y = x � 3
ïàðàëëåëüíû, òî åñòü ïðè k = 1.
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Âîçìîæíî è åùå îäíî ðåøåíèå ïðè k = �1.

Îòâåò: k = ±1.

Ïðèìå÷àíèå. Ñì. ïîäîáíûå ãðàôè÷åñêèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ñ
ìîäóëÿìè ñ îäíîé ïåðåìåííîé, ñîäåðæàùèå ïàðàìåòð.

Ïðèìåð 10. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé 




=+
=+
.

,

byx

atgytgx
              (1)

Ðåøåíèå.

Èìååì  






=+

=
⋅
+

byx

a
yx

yx

coscos

)sin(
,

è äàëåå 




=+
=⋅⋅

.

,sincoscos

byx

byxa
                                                    (2)

Äëÿ ñèñòåìû (2) ñîñòàâèì ñëåäóþùåå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà

çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ: 




=
=

;sin

,

0

0

b

a
  





≠
=

;sin

,

0

0

b

a
  à ≠ 0.

Ïðè óñëîâèè 




=
=

0

0

b

a

sin

,
  ïåðâîìó óðàâíåíèþ ñèñòåìû (2) óäîâ-

ëåòâîðÿþò ëþáûå ïàðû (õ; ó), ò. å. ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2) ñîâïàäàþò
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ñ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ x + y = b. Âîçâðàùàÿñü ê ñèñòåìå (1), çàìå-
÷àåì, ÷òî äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ òàêæå ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

õ ≠ π+π
2

k, k ∈ Z, y ≠ π+π
2

n, n ∈ Z.

Ïðè óñëîâèè 




π≠
=

nb

a ,0
 ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (2) íå èìååò ðå-

øåíèé. Çíà÷èò, íå èìååò ðåøåíèé è ñèñòåìà (2), à ñ íåþ è ñèñòåìà (1).
Ïðè óñëîâèè à ≠ 0 ñèñòåìà (2) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó







=+

=⋅

byx
a

b
yx ,

sin
coscos

è, äàëåå,







=+

=−++

,

,
sin

)cos()cos(

byx
a

b
yxyx

2

îòêóäà





=+
=−

,

,)cos(

byx

cyx
                                                                          (3)

ãäå ñ = 
a

bsin2
 � cos b.

ßñíî, ÷òî ñèñòåìà (3), à çíà÷èò è ñèñòåìà (1), èìåþò ðåøåíèÿ
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ¦ñ¦ ≤ 1. Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà (3) ðàâíî-
ñèëüíà ñëåäóþùåé ñîâîêóïíîñòè äâóõ ñèñòåì:















=+
π+−=−





=+
π+=−

.

,arccos

;

,arccos

byx

mcyx

byx

mcyx

2

2

Èç ïåðâîé ñèñòåìû ýòîé ñîâîêóïíîñòè íàõîäèì:










π−−=

π++=

,arccos

,arccos

mc
b

y

mc
b

x

2
1

2

2
1

2

1

1

 
m ∈ Z.



151

Èç âòîðîé ñèñòåìû íàõîäèì:










π−+=

π+−=

,arccos

,arccos

mc
b

y

mc
b

x

2
1

2

2
1

2

2

2

 
m ∈ Z.

Ïðîâåðêà. Íàì íàäî âûÿñíèòü, íåò ëè ñðåäè íàéäåííûõ ðåøåíèé ïî-
ñòîðîííèõ. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ñèñòåìû (1) îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèÿìè:










π+π≠

π+π≠

,

,

ny

kx

2

2
  

{k, n}UZ.

Ïðîâåðèì, íå ìîæåò ëè ñëó÷èòüñÿ òàê, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ çíà÷å-
íèÿõ ïàðàìåòðîâ íàéäåííûå çíà÷åíèÿ õ, ó ñîâïàäóò ñ çàïðåùåííûìè
çíà÷åíèÿìè. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòî ïðîèçîéäåò â òîì ñëó÷àå,
êîãäà b = ±arccos c = π +2πl. Èç ýòîãî ðàâåíñòâà íàõîäèì:

±arccos 




 − b

a

b
cos

sin2
= π �b + 2πl,

cos 












 −± b

a

b
cos

sin
arccos

2
  = cos (π � b + 2πl),

a

bsin2
 � cos b = �cos b,

a

bsin2
= 0,  b = πs, s ∈ Z.

Çíà÷èò, íàéäåííûå ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïîñòîðîííèìè â ñëó÷àå





π=
≠

.

,

sb

a 0

Îòâåò: 1) ïðè 
0,a

b m

=
 = π

  















=+

π+π≠

π+π≠

;

,

,

byx

ny

kx

2

2
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2) ïðè 




π≠
=

nb

a ,0
  ñèñòåìà ðåøåíèé íå èìååò;

3) ïðè 






>−

≠

1
2

0

b
a

b

a

cos
sin

,

  ñèñòåìà ðåøåíèé íå èìååò;

4) ïðè 




π=
≠

sb

a ,0
  ñèñòåìà ðåøåíèé íå èìååò;

5) ïðè 














≤−

π≠
≠

1
2

0

b
a

b

sb

a

cos
sin

,

,

 










π−−=

π++=

mc
b

y

mc
b

x

arccos

,arccos

2
1

2

2
1

2

1

1

   è










π−+=

π+−=

,arccos

,arccos

mc
b

y

mc
b

x

2
1

2

2
1

2

2

2

 
 ãäå à = arccos 





 − b

a

b
cos

sin2
,

{k, m, n, s} ∈Z.

Ïðèìåð 11.  Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à, ïðè êàæäîì èç
êîòîðûõ ìíîæåñòâî ðåøåíèé íåðàâåíñòâà (à � õ2)(à + õ � 2) < 0
íå ñîäåðæèò íè îäíîãî ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâà õ2 ≤ 1.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì äàííîå íåðàâåíñòâî îòíîñèòåëüíî à (à íå õ).
Îòìåòèì, ÷òî òàêîé ïîäõîä âîçìîæåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ïàðàìåòð à ìîæåò áûòü âûðàæåí ÷åðåç ïåðåìåííóþ õ.

Ïîñêîëüêó õ2 ≤ 1, õ ∈ [�1; 1]. Ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ õ  õ2 ≤ 2 � õ,
òîãäà õ2 + õ � 2 ≤ 0, �2 ≤ õ ≤ 1, ïîýòîìó (à � õ2)(à � (2 � õ)) < 0, ÷òî
ñïðàâåäëèâî òîëüêî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ x2 < a < 2 � x.

Â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò àÎõ ïîñòðîèì ãðàôèêè ôóí-
êöèé à = õ2 è à = 2 � õ:
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Ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà x2 < a < 2 � x ÿâëÿþòñÿ âñå ÷èñëà (õ; à),
ÿâëÿþùèåñÿ òî÷êàìè ôèãóðû ÀÎÂ áåç åå ãðàíèöû.

Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ïðè à ≤ 0 è à ≥  4 äàííîå íåðàâåíñòâî íå
ñîäåðæèò íè îäíîãî ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâà õ2 ≤ 1.

Îòâåò: à ( ] [ )∞+−∞∈     ;; 40 U .

Ðàññìîòðèì ðÿä çàäà÷, êîòîðûå áûëè ïðåäëîæåíû íà âñòóïèòåëü-
íûõ ýêçàìåíàõ ìåõìàòà ÌÃÓ â 1994 ãîäó.

Ïðèìåð 12.  Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ a è b, ïðè êîòîðûõ

ñèñòåìà íåðàâåíñòâ 






≤++

≤+

01

1
2 axx

bxa ,sin
  èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Ðåøåíèå. Âòîðîå íåðàâåíñòâî ñèñòåìû áóäåò èìåòü åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå ïðè ðàâåíñòâå íóëþ äèñêðèìèíàíòà: D = a2 � 4 = 0,  ò. å.
ïðè à = ±2.

Ïðè ýòîì, åñëè à = 2, òî õ = �1, è ïåðâîå íåðàâåíñòâî ñèñòå-
ìû ïðèíèìàåò âèä 2 � sin b ≤ 1, sin b ≥  1. Îäíàêî �1 ≤ sin b ≤ 1,

ïîýòîìó sin b = 1 è b = π+π
2

2
n, n ∈ Z.

Åñëè à = �2, òî õ = 1 è �2 + sin b ≤ 1. ßñíî, ÷òî b ∈ R.

Îòâåò: 




 π+π

n2
2

2   ; , n ∈ Z; (�2; b), b ∈ R.
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Ïðèìåð 13 .  Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ [ ]π∈α 20   ; , ïðè êîòîðûõ ñè-

ñòåìà óðàâíåíèé 
( )

( )





=α+α++α⋅+

=α−++++

0
2
3

2
1

02

222

22

sinsin

,sin

z

zz

xyx

yxyx
  èìååò

õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå.

Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ âèäíî, ÷òî õ ≥ 0, íî òîãäà x � sin2

2
α

 ≥ 0,

y2 x ≥ 0, z
2α ≥ 0. Ïîñêîëüêó [ ]π∈α 20   ; , [ ]π∈α

  ;0
2

, íî òîãäà

0 ≤ sin
2
α

 ≤ 1, à ïîýòîìó

(x + 1)sin2 

2
α

 + y2 x + z
2α +sin 

2
3α

≥  sin2 
2
α

 + sin 
2
3α

.

sin2 

2
α

 + 3 sin 
2
α

 � 4sin3 
2
α

 = �sin 
2
α

(4sin2  
2
α

 sin 
2
α

 � 3) =

= �4sin 
2
α

 (sin 
2
α

 �1)(sin 
2
α

 + 
4
3

).

�4sin 
2
α

 (sin 
2
α

 � 1)(sin 
2
α

 + 
4
3

) ≤  0.

Ïîñêîëüêó �(sin 
2
α

 � 1) ≤ 0, òî sin 
2
α

≥ 1. Ñ ó÷åòîì ïðåäûäóùèõ

ðàññóæäåíèé ïîëó÷èì sin 
2
α

 = 1 èëè sin 
2
α

 = 0. Íà îïðåäåëåííîì

óñëîâèåì çàäà÷è îòðåçêå [ ]π∈α 20   ;  ïîëó÷àåì α = 0; π; 2π.
Ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ ïåðâîå óðàâíåíèå, íàïðèìåð, èìååò ðåøåíèå

(0; 0; 0).
Îòâåò: 0; π; 2π.

Ðàññìîòðèì çàäàíèå, ïðåäëîæåííîå Ôåäåðàëüíîé ñëóæáîé ïî íàä-
çîðó â ñôåðå îáðàçîâàíèÿ íà âûïóñêíûõ ýêçàìåíàõ â êëàññàõ ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîôèëÿ â 2005 ãîäó (Âàðèàíò ¹ 18�05 À�11 ÔÌÊ).
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Ïðèìåð 14. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà à ïëîùàäü ôèãóðû,

çàäàííîé ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ 
( )





≤−

−≤−+

,

,

362

362
2

222

x

aaxxy
  ðàâíà 18π ?

Ðåøåíèå. Èñõîäíàÿ ñèñòåìà ëåãêî ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

( )






≤−
≤+−

.

,

62

3622

x

yax

Ïåðâîå íåðàâåíñòâî ñ òî÷êè çðåíèÿ ãåîìåòðèè ïðåäñòàâëÿåò êðóã
ðàäèóñà 6 ñ åãî ãðàíèöåé è öåíòðîì â òî÷êå (à; 0). ßñíî, ÷òî ïëîùàäü
ýòîãî êðóãà ðàâíà 36π.

Âòîðîå íåðàâåíñòâî îïèñûâàåò âåðòèêàëüíóþ ïîëîñó, îïèñûâàå-
ìóþ íåðàâåíñòâîì �4 ≤  õ ≤ 8.

Î÷åâèäíî, ÷òî êðóã ðàäèóñà 6, öåíòð êîòîðîãî íàõîäèòñÿ íà
îñè àáñöèññ â òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè (à; 0), äîëæåí íàïîëîâèíó
(ñì. óñëîâèå) ïîïàäàòü â âåðòèêàëüíóþ ïîëîñó. Ïîêàæåì ãðàôè-
÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è:

Íàãëÿäíîå èçîáðàæåíèå äàåò äâà ÿâíûõ îòâåòà: à = 4 è à = �8.

Îòâåò: ïðè à = 4 è à = �8.
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Ïðèìåð 15. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à, ïðè êîòîðûõ ñèñ-

òåìà 

( )

( ) ( )( )







=+−++−

=
++

05

1
1

2 ayayax

x

yx
,

lg

lg

  èìååò îäíî ðåøåíèå. Óêàçàòü åãî.

Ðåøåíèå. Ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå








−=
≠
>

⇔







=++
≠
>

.

,

,

,

,

1

1

0

1

1

0

y

x

x

xyx

x

x

Òîãäà âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû äàåò









=+−+−

≠
>

.

,

,

06722

1

0

22 aaaxx

x

x

Çàïèøåì óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ îäíîãî ðåøåíèÿ:



















=






∈

=⇔














>
≠

=





=
=

⇔























>
=

=
<+−=







>=
=−+−=

00

2
2
3

6

0

1

1

6

0

0

00

06720

0

067

2

1

2

2

)(

;

,

,

;

,

,

,)(

;)(

;

,

f

a

a

a

x

ax

a

a

x

x

f

aaf

ax

aaD

â

â

  

f (0) = 0 ïðè à = 2 è à = 2
3

.

Ïðîâåðèì òî÷êè à = 2 è à = 2
3

 ïîäñòàíîâêîé â óðàâíåíèå

õ2  � 2àõ = 0.



157

à = 
2
3

, õ = 0, õ = 3 � èìååì îäíî ðåøåíèå;

à = 2, õ = 0, õ = 4 � èìååì îäíî ðåøåíèå.

Èòàê, à }{; 62
2
3

U



∈   .

Ïðîâåðèì óðàâíåíèå íà ðàâåíñòâî õ = 1:
1 � 2à + 2à2 � 7à + 6 = 0 èëè 2à2 � 9à + 7 = 0, îòêóäà à = 1 è à = 3,5.

Êîðíè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ 672
21 −+−±= aaax   , ïðè

à = 3,5 õ1 = 1 è õ2 = 6. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ èñêëþ÷àåò ïåðâûé êîðåíü.

Îòâåò: à };,{; 6532
2
3

    U



∈ ; );( 1672 −−+−+   aaa .

Ï ð è ì å ð  1 6 .  Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a > 0 íåðàâåíñòâî
x3 +ax � a2 + 1 < 0 âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ õ ≤ 1?

Ðåøåíèå. Ïåðåïèøåì íåðàâåíñòâî â âèäå x3 + ax < a2 � 1. Ïóñòü
a2 � 1 = m, òîãäà x3 + ax < m. Ôóíêöèÿ f(x) = x3 + ax ïðè a > 0
ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé,  ïîñêîëüêó f’(x)=3x2 + a.   Îíà äîñòèãàåò
ñâîåãî íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ ïðè õ = 1, f(1) = 1 + a, à ïîýòîìó
m < 1 + a, òî åñòü a2 � 1 < 1 + a, a2 � à � 2 < 0. Ïîëó÷åííîå
íåðàâåíñòâî õîðîøî ðåøàåòñÿ ìåòîäîì èíòåðâàëîâ. Î÷åâèäíî, ÷òî
à ∈ (�1; 2).

Îòâåò: (�1; 2).

Óïðàæíåíèÿ

1. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ à ñèñòåìà óðàâíåíèé
( )

( )



=−+
+=−+

21

11

yax

ayxa ,

èìååò ðåøåíèÿ?
2. Èññëåäîâàòü (îïðåäåëèòü, êîãäà ñèñòåìà èìååò îäíî ðåøå-

íèå, áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé è íå èìååò ðåøåíèé)

ñèñòåìó 
( )
( )




=++
=−+

.

,

71

523

yxm

yxm

3. Íàéòè âñå à, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ ñèñòåìà óðàâíåíèé

( )






−=+
+=−+

523

421

ayx

ayaax ,
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
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Óêàçàíèå. Ðàññìîòðåòü ñëó÷àè õ ≥  0, õ < 0. Íàéòè ðåøåíèÿ ïðè
ýòèõ îãðàíè÷åíèÿõ, íå çàáûâ ðåøèòü íåðàâåíñòâà õ1 ≥  0 è õ2 < 0,
ãäå õ1 è õ2 � íàéäåííûå çíà÷åíèÿ ïðè õ ≥ 0 è õ < 0. Çàòåì ïðèðàâ-
íÿòü õ1 è õ2 è ó1 è ó2 è ó÷åñòü íàéäåííûå îãðàíè÷åíèÿ íà à.

4. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé 
( ) ( )
( ) ( )




+=+++
+=+++

.

,

4265103

23325

ayaxa

ayaxa

5. Íàéòè çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà, ïðè êîòîðûõ êàæäîå ðåøåíèå
íåðàâåíñòâà 4õ2 + 8õ + 3 < 0 ñîäåðæèòñÿ ñðåäè ðåøåíèé íåðàâåí-
ñòâà 2àõ2 � (7à + 4)õ � 14 > 0.

6. Ðåøèòü ñèñòåìó íåðàâåíñòâ 






<−

≥+−

.

,

0

045
22

2

ax

xx

7. Ðåøèòü ñèñòåìó 










=
−

−

=+
+

−
+

,

,

0
2

2

01
23

yx

y
a

y

a

x

  ãäå à > 0.

8. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà èìååò

äâà ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ: ( )





−=

−−=

.

,

3

23 2

yax

xxy

9. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à, ïðè êîòîðûõ ðåøåíèåì

ñèñòåìû 











−>
+−
−+

<
+−
−+

3
1

2

2
1

2

2

2

xx

axx

xx

axx
,

ÿâëÿåòñÿ âñÿ ÷èñëîâàÿ ïðÿìàÿ.

10. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà èìååò
ðåøåíèå.









+−=+

⋅
+
−

=

.

,

143

3

aay

yy

yy
x

x

x

.
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11. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà èìååò
ðåøåíèå.

( )












 −=+

=

.lglg

,

a

y
x

xy

3
1

1

3 2

Îòâåòû:
1. Ïðè à ≠ 0.

2. Ïðè m = �
3
2

1  ñèñòåìà ðåøåíèé íå èìååò; ïðè m ≠ �
3
2

1

ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

3. à = 7 ± 4 3 .

4. Ïðè à = 0 áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé 




 −

t
t

  ;
5
32

, t ∈Z;

ïðè à = 2 ñèñòåìà ðåøåíèé íå èìååò;

ïðè à ≠ 0, à ≠ 2   






−
+

−
−

2
227

2
1411

a

a

a

a
  ; .

5. a ∈[4; +∞).
6. Ïðè a ∈ {0; 1; �1} ðåøåíèé íåò;

ïðè à ∈ (�1; 1) õ ∈ (�¦à¦; ¦à¦);

ïðè à [ ) ( ]4114     ;; U−−∈  õ ( ]1  ;a−∈ ;

ïðè à ( ) ( )∞+−−∞∈     ;; 44 U  õ ( ] [ )aa     ;; 41 U−∈ .

7. {(�a; �3; 0); (a2 + 3a; a2 + 3a + 2)}.

8. à ( ) [ )∞+






−−−∞−∈       ;;; 3

3

1
33 UU .

9. (�1; 2).

10. ( ) ( )∞+−∞     ;; 40 U .

11. ( ) ( )∞+−−∞     ;; 09 U .
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XIV. ÇÀÄÀ×È Ñ ÏÀÐÀÌÅÒÐÀÌÈ Â ÇÀÄÀÍÈßÕ
ÅÄÈÍÎÃÎ ÃÎÑÓÄÀÐÑÒÂÅÍÍÎÃÎ ÝÊÇÀÌÅÍÀ

Âî âñåõ ðàçäåëàõ, ðàññìîòðåííûõ âûøå, ïðè èçëîæåíèè ìà-
òåðèàëà àâòîðû ñòàðàëèñü ïðèäåðæèâàòüñÿ ñèñòåìû. Ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü èçëîæåíèÿ ìàòåðèàëà âûäåðæèâàëàñü ïðè ðàññìîòðå-
íèè âñåõ ðàçäåëîâ. Ðàññìîòðèì çàäàíèÿ ÅÃÝ ðàçëè÷íûõ ëåò,
ðàçëè÷íîãî óðîâíÿ ñëîæíîñòè.

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà çàäàíèå Ñ-5 èç äåìîíñòðàöè-
îííîãî âàðèàíòà ÅÃÝ 2005 ãîäà.

Ïðèìåð 1. Èçâåñòíî, ÷òî óðàâíåíèå
(2p + 3)x2 + (p + 3)x + 1 = 0

èìååò õîòÿ áû îäèí êîðåíü. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ð,
ïðè êîòîðûõ ÷èñëî ðàçëè÷íûõ êîðíåé ýòîãî óðàâíåíèÿ ðàâíî
÷èñëó ðàçëè÷íûõ êîðíåé óðàâíåíèÿ

33

1
21

12

+−
=

−
+

xp

x
.

Îäíî èç ðåøåíèé ìû ÷èòàåì íà ñòðàíèöå 33 æóðíàëà «Ìàòåìà-
òèêà â øêîëå», ¹2, 2005 ã. Òàì æå èìååòñÿ ðåêîìåíäàöèÿ ïî
îöåíèâàíèþ ðåøåíèÿ äàííîãî çàäàíèÿ, îðèåíòèðîâàííàÿ íà ïðè-
âåäåííîå ðåøåíèå.

Â æóðíàëå ¹7, 2005 ã., íà ñòðàíèöå 39 ïðèâîäèòñÿ íå ìåíåå èí-
òåðåñíîå ðåøåíèå Ò. Ô. Ìÿñíèêîâîé. Àâòîð ðàçðàáîòàëà êðèòåðèè
îöåíêè äàííîãî çàäàíèÿ, îðèåíòèðîâàííûå íà åå ñïîñîá ðåøåíèÿ.

Â ýòîì æå íîìåðå æóðíàëà íà ñòðàíèöå 37 Â. À. Ïåòðîâ ïðåäëà-
ãàåò ãðàôè÷åñêèé ñïîñîá ðåøåíèÿ óæå óêàçàííîãî çàäàíèÿ, íå
ïðèâîäÿ èíñòðóêöèè ïî îöåíèâàíèþ äàííîãî çàäàíèÿ.

Çàäà÷à äîïóñêàåò íå îäèí âàðèàíò ðåøåíèÿ.�

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå 
33

1
21

12

+−
=

−
+

xp

x
. Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îïðåäå-

ëåíà ïðè õ ≥3, íî òîãäà 2õ + 1≥0. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî, ÷òîáû
óðàâíåíèå èìåëî êîðíè, íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 21 � ð > 0.

Ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âîçðàñòàþùóþ ëè-

íåéíóþ ôóíêöèþ ( )
p

x
p

xf
−

+
−

=
21

1
21

2
1 , ïîñêîëüêó 21 � p > 0.
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Ôóíêöèÿ ( )
33

1
2

+−
=

x
xf ÿâëÿåòñÿ óáûâàþùåé íà ëó÷å [3; +∞),

ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ ( ) 33 +−= xxq âîçðàñòàåò íà ýòîì æå ëó÷å.

Çàìå÷àíèå. Â óáûâàíèè ôóíêöèè f2(x) íà ëó÷å [3; +∞) ìîæíî

óáåäèòüñÿ, íàéäÿ f2’(x): 
( ) ( ) 0

3332

1
22 <

+−−
−=

xx
xf '

 ïðè x > 3. ßñíî,

÷òî åñëè ðàññìàòðèâàåìîå óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå, òî îíî � åäèí-
ñòâåííîå. Èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé (ñì. ðèñ.) âèäíî, ÷òî
óðàâíåíèå èìååò êîðåíü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f1(3) ≤ f2(3).

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ð èìååì ñèñòåìó íåðà-

âåíñòâ: 






>−

≤
−

,

,

021

3
1

21
7

p

p   îòêóäà ð ≤ 0.

Îïóñêàÿ î÷åâèäíûå ðàññóæäåíèÿ, êîãäà ïåðâîå óðàâíåíèå èìååò îäèí
êîðåíü, ïîëó÷àåì, ÷òî óñëîâèþ óäîâëåòâîðÿþò ð = �1,5 è ð = �1.

Çàìå÷àíèå. Â òîì, ÷òî óðàâíåíèå 
33

1
21

12

+−
=

−
+

xp

x
 èìååò îäèí

êîðåíü ïðè ð ≤ 0 ìîæíî óáåäèòüñÿ, åñëè çàìåíèòü åãî íà ðàâíî-

ñèëüíîå ( )( )331221 +−+−= xxp ; (ð < 21).
Ïðè õ≥3 ôóíêöèÿ ð óáûâàåò, çíà÷èò ñâîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå,

ðàâíîå 0, îíà ïðèíèìàåò ïðè õ = 3. Ýòî è ãîâîðèò î òîì, ÷òî ïðè
ð ≤ 0 ðàññìàòðèâàåìîå óðàâíåíèå èìååò ðîâíî îäèí êîðåíü.
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Âñå ðàññìîòðåííûå âûøå ïîÿñíåíèÿ îäíîçíà÷íî ãîâîðÿò î
òîì, ÷òî âñå ïðåäëàãàåìûå âàðèàíòû ñèñòåì îöåíêè ÿâëÿþòñÿ
ïðèáëèæåííûìè, îðèåíòèðîâàííûìè òîëüêî íà îäèí èç âîçìîæ-
íûõ âàðèàíòîâ ðåøåíèé.

Ïðèìåð 2. Íàéòè âñå ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à, ïðè
êîòîðûõ äëÿ ëþáîãî ÷èñëà èç îòðåçêà [�3; 3] âåðíî íåðàâåíñòâî

¦2õ + à¦õ¦ � 13¦ ≥ 1.
Ðåøåíèå. Ïîñëå âîçâåäåíèÿ îáåèõ ÷àñòåé íåðàâåíñòâà â êâàäðàò ïî-

ëó÷èì ðàâíîñèëüíîå åìó íåðàâåíñòâî (2õ + à¦õ¦ � 14)(2õ + à¦õ¦�12)≥0.
Ïðè 0 ≤ õ ≤ 3 ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî ((2 + à)õ � 14)((2 + à)õ �12)≥0,

êîòîðîå ðåøàåì ìåòîäîì èíòåðâàëîâ. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè a > 0

a + 2 > 0 è 
2

12
2

14
+

>
+ aa

.

ßñíî, ÷òî îòðåçîê [0; 3] äîëæåí áûòü ðàñïîëîæåí íà êîîðäèíàò-

íîé ïðÿìîé ëåâåå ÷èñëà 
2

12
+a

; âîçìîæíî ñîâïàäåíèå ÷èñåë 
2

12
+a

è 3.

Èòàê, 
2

12
+a

≥3, 0
2
36 ≥

+
−

a

a
. Ïîñêîëüêó a > 0, a + 2 > 0, 6 � 3a ≤ 0,

a ≤ 2. Îêîí÷àòåëüíî ñ ó÷åòîì a > 0, ïîëó÷àåì, ÷òî à ∈ (0; 2].
Ïðè �3 ≤ x < 0   ((2�à)õ � 14)((2 � à)õ � 12) ≥ 0.
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈[�3; 3] äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåðà-

âåíñòâî ¦2õ + à¦õ¦ � 13¦ ≥ 1, ïîýòîìó ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî
äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ïðè à ∈ (0; 2].

Ïðè 0 < a < 2 0
2
12 >
− a

è 0
2
14 >
− a

, êðîìå òîãî 
aa −

>
− 2

12
2
14

.

Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, 0
2
12 >
− a

ïðè a < 2.

Îòâåò: à ∈ (0; 2].
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Ïðèìåð 3. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à, ïðè êîòîðûõ ìíî-
æåñòâî ðåøåíèé íåðàâåíñòâà õ(õ � 6) ≤ (à � 3)(¦õ � 3¦ � 3) ñîäåðæèò
÷èñëî, ðàâíîå ñóììå êâàäðàòîâ êîðíåé óðàâíåíèÿ õ2 � 4õ + 1 = 0.

Ðåøåíèå. Ïóñòü êîðíÿìè óðàâíåíèÿ õ2 � 4õ + 1 = 0 ÿâëÿþòñÿ õ1 è
õ2. Òîãäà ïî òåîðåìå Âèåòà õ1

2 + õ2
2 = (õ1 + õ2)

2 � 2õ1õ2 = 42 � 2�1 = 14.
1. Ïðè õ ≥ 3  õ(õ � 6) ≤ (à + 3)(õ � 6); (õ � 6)(õ � (à + 3)) ≤ 0;
ò. å. ëèáî x ∈[a + 3; 6], åñëè à ≤ 3, ëèáî x ∈[6; a + 3], åñëè à ≥ 3.
2. Ïðè õ ≤ 3  õ(õ � 6)  ≤  (à + 3)(�õ); õ(õ � 6 + à + 3) ≤ 0; õ(õ + à �3) ≤ 0;
õ ∈ [0; 3 � a], åñëè à ≤ 3, èëè õ ∈[3 � a; 0], åñëè à ≥ 3.
Ìíîæåñòâî ðåøåíèé íåðàâåíñòâà ñîäåðæèò ÷èñëî 14, åñëè

à + 3 ≥ 14, òî åñòü à ≥ 11.
Îòâåò: [11; +∞).

Ïðèìåð 4. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à, ïðè êîòîðûõ
óðàâíåíèå 4õ  � à2õ+1 � 3à2 + 4à = 0 èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü.

Ðåøåíèå. Ïðåäñòàâèì óðàâíåíèå â âèäå 4õ � 2à2õ � 3à2 + 4à = 0.
Ïîëîæèâ 2x = t, ãäå t > 0, ïîëó÷àåì t2 � 2àt � 3à2 + 4à = 0 (*).

Ýòî óðàâíåíèå èìååò îäèí êîðåíü, åñëè à2 + 3à2 � 4à = 0,
4à2 �4à = 0, 4à(à � 1) = 0, îòêóäà à = 0; à = 1. Åñëè à = 0, òî t = 0,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó t > 0. Ïðè à = 1 t = 1, èñõîäíîå
óðàâíåíèå èìååò êîðåíü õ = 0.

Óðàâíåíèå (*) áóäåò èìåòü êîðíè ðàçíûõ çíàêîâ ïðè 4à � 3à2 ≤  0,

îòêóäà a < 0 (a ≠ 0) è à≥
3
4

(îäèí èç êîðíåé ìîæåò áûòü ðàâåí íóëþ).

Îòâåò: ( ) { } 




 ∞+∞−     ;;

3
1

110 UU .

Ïðèìåð 5.  Ïðè êàêîì çíà÷åíèè à ôóíêöèÿ ó = �
2

5 àõ + 6õ � 7

èìååò ìèíèìóì â òî÷êå õ0 = 2?
Ðåøåíèå.
1. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ äàííîé ôóíêöèè D(y) = R.

2. y’ = �
2

5 àõ + 6õ � 7�ln 5�(ax2 + 6x � 7)’ = �(2ax + 6)
2

5 àõ + 6õ �7�ln 5.
Êðèòè÷åñêèå òî÷êè íàõîäèì èç óðàâíåíèÿ y’ = 0, ò. ê. D(y’ ) = R.

ßñíî, ÷òî 2ax + 6 = 0, õ = �
a

3
 (ïðè à = 0 êðèòè÷åñêèõ òî÷åê íåò).

Ôóíêöèÿ â òî÷êå õ = �
a

3
 áóäåò èìåòü ìèíèìóì, åñëè �2a > 0,
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ò. å. à < 0, òîãäà �
a

3
= �2, îòêóäà à = 1,5, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëî-

âèþ à < 0.
Îòâåò: íè ïðè êàêèõ.

Ïðèìåð 6.  Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à, ïðè êîòîðûõ
ìíîæåñòâî ðåøåíèé íåðàâåíñòâà õ(õ � 2) ≤ (à + 1)(¦õ � 1¦ � 1)
ñîäåðæèò âñå ÷ëåíû óáûâàþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñ
ïåðâûì ÷ëåíîì, ðàâíûì 1,7, è ïîëîæèòåëüíûì çíàìåíàòåëåì.

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó õ = 1,7 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äàííîãî íåðà-
âåíñòâà, òî 1,7 �(�3) ≤ (à + 1)(�0,3), îòêóäà à + 1 ≤ 1,7 è à ≤ 0,7.

Âûïîëíÿåì ïðåîáðàçîâàíèÿ, íå íàðóøàþùèå ðàâíîñèëüíîñòè:
¦õ � 1¦2 � 1 ≤ (à + 1)(¦õ � 1¦�1); (¦õ�1¦�1)(¦õ�1¦�à) ≤ 0 (*).
Åñëè à ≤ 0, òî ¦õ � 1¦�à ≥ 0 ïðè âñåõ õ, ïîýòîìó ¦õ � 1¦�1 ≤ 0,

îòêóäà �1 ≤ õ � 1 ≤ 1 è 0 ≤ õ ≤ 2. Ïðè 0 < q < 1 ëþáîé ÷ëåí
ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ïðèíàäëåæèò ýòîìó îòðåçêó.

Åñëè 0 < a ≤ 0,7, òî, ïðèìåíÿÿ ìåòîä èíòåðâàëîâ äëÿ ðåøåíèÿ
íåðàâåíñòâà (*), ïîëó÷èì à ≤ ¦õ �1¦ ≤ 1. Ìíîæåñòâî ðåøåíèé ïîñ-

ëåäíåãî íåðàâåíñòâà [0; 1� a] U  [1 + a; 2]. Çàìå÷àåì, ÷òî 1+ à ≤ 1,7,
òîãäà îòðåçîê [1 + a; 2] ñîäåðæèò ÷èñëî 1,7.

×èñëî q ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî âñå ÷ëåíû ãåîìåòðè÷åñêîé ïðî-
ãðåññèè, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî, áóäóò ëåæàòü íà îòðåçêå [0; 1 � a],
ò. å. 1,7q ≤ 1� a. Â êà÷åñòâå q ìîæíî âçÿòü 0,1.

Îòâåò: (�∞; 0,7].

Ïðèìåð 7. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ à, ïðè êîòîðûõ îáëàñòü îïðå-

äåëåíèÿ ôóíêöèè ó = ( )3 1253350 −+ −⋅−+− xxaxaxaa xx ,, ñëó-
æèò ðîâíî îäíî öåëîå ÷èñëî.

Ðåøåíèå. Äàííàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà ïðè âñåõ òåõ çíà÷åíèÿõ õ,
êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå íåðàâåíñòâ









≥−+−

≠
>

+ .

,

,

,, 0

1

0

53350 axaxaa

x

x

xx

Âûïîëíèì òîæäåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ â ëåâîé ÷àñòè ïîñ-
ëåäíåãî íåðàâåíñòâà:

ax( xa − ) � a3( xa − ) ≥ 0; (ax � a3)( ax − ) ≤ 0.
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Ïðè à = 1 íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ ïðè õ > 0, ïîýòîìó â äàííîì
ñëó÷àå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ áîëåå ÷åì ïðè îäíîì öåëîì ÷èñëå.

Ïðè a > 1  a3 > a, äëÿ ôóíêöèè q(x) = (ax � a3)( ax − )
ïðèìåíèì ìåòîä èíòåðâàëîâ (ïðè 1 ≤ à ≤ 3).

ßñíî, ÷òî õ ∈[a; 3], è îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ áóäåò ñîñòîÿòü èç
îäíîãî öåëîãî ÷èñëà, åñëè à ∈(2; 3).

Ïðè a > 3 èìååì

Çäåñü x ∈ [3; a], îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ áóäåò ñîñòîÿòü èç îäíîãî
÷èñëà, åñëè à ∈(3; 4).

Ïðåäëàãàåì ñàìîñòîÿòåëüíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè 0 < a < 1 íå
ñóùåñòâóåò òàêèõ à, ïðè êîòîðûõ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè
ñîäåðæèò ðîâíî îäíî öåëîå ÷èñëî.

Îòâåò: (2; 3) U  (3; 4).

Ïðèìåð 8. Íàéäèòå íàèáîëüøåå öåëîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà à,
ïðè êîòîðîì ôóíêöèÿ f(x) = ax2 � x3 � 3ax � 1 óáûâàåò íà ìíî-
æåñòâå âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

Ðåøåíèå. Ôóíêöèÿ áóäåò óáûâàòü íà ìíîæåñòâå R, åñëè äëÿ
ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî õ áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî
f’(x)  = �3x2 + 2ax � 3a <  0 èëè 3x2 � 2ax + 3a > 0. Ïîñëåäíåå
íåðàâåíñòâî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ, åñëè D = a2 � 9a < 0, îòêóäà
0 < a < 9. Áûëî áû îøèáî÷íûì ñ÷èòàòü, ÷òî à = 8 íàèáîëüøåå
öåëîå çíà÷åíèå.  Äåëî â òîì,  ÷òî òðåáîâàíèå f’(x)  <  0 ÿâëÿåòñÿ
äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì óáûâàíèÿ ôóíêöèè. Îáðàòèì âíèìàíèå íà
òî, ÷òî ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ ìîæåò â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê ðàññìàò-
ðèâàåìîãî ïðîìåæóòêà îáðàùàòüñÿ â íóëü, èëè íå ñóùåñòâîâàòü.

Ïðè à = 9 èìååì f’(x)  = �3(x � 3)2 <  0.   Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî
ÿâëÿåòñÿ âåðíûì êàê ïðè x < 3, òàê è ïðè x > 3. Ââèäó òîãî, ÷òî
ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà, äåëàåì âûâîä îá óáûâàíèè ôóíêöèè íà
âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé.

Îòâåò: à = 9.
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Ïðèìåð 9. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à, ïðè êîòîðûõ îáëàñòü

îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ó = ( ) ( ) 50950412 ,
log, 


 −−⋅+ ++

axaxa axx
x

ñîäåðæèò äâà èëè òðè öåëûõ ÷èñëà.
Ðåøåíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî a > 0, a ≠ 1, x > 0, x ≠ 1. Ïðåæäå âñåãî,

ïðåîáðàçóåì ôóíêöèþ, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ëîãàðèôìîâ è ñòåïåíåé:

( ) ( )
( ) =−−+=

=


 −−⋅+ ++

5044

50950412

,

,
log,

aaaxxaaa

axaxa

xx

axx
x

( ) ( )( ) ( )( )( ) 5045044 ,,
aaxaxaaaxaaa xxx −−=−−−= .

Íàéäåì îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ýòîé ôóíêöèè äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà-
÷åíèé ïàðàìåòðà à. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ äàííîé ôóíêöèè çàäàåòñÿ

íåðàâåíñòâîì ( )( ) 04 ≥−− aaxa x . Ðåøèì ýòî íåðàâåíñòâî, èñ-

ïîëüçóÿ îáîáùåííûé ìåòîä èíòåðâàëîâ. Âûðàæåíèå

( )( )4aaxa x −−  îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè õ = à è õ = 4. Äëÿ ïîñòðî-

åíèÿ äèàãðàììû çíàêîâ ýòîãî âûðàæåíèÿ âàæíî âçàèìíîå ðàñïî-
ëîæåíèå òî÷åê à è 4 íà êîîðäèíàòíîé îñü, à òàêæå ìîíîòîííîñòü

ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè àõ (ôóíêöèÿ x âîçðàñòàåò íà âñåé îáëà-
ñòè îïðåäåëåíèÿ). Ïîýòîìó íàäî ðàññìîòðåòü ñëåäóþùèå ñëó÷àè:

à) Åñëè à ∈ (0; 1), òî òî÷êà à ðàñïîëîæåíà ëåâåå òî÷êè 4,
ôóíêöèÿ àõ � óáûâàþùàÿ. Òîãäà ëåãêî ïîñòðîèòü äèàãðàììó çíà-

êîâ âûðàæåíèÿ ( )( )4aaxa x −− . Âèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå îá-

ëàñòü îïðåäåëåíèÿ äàííîé ôóíêöèè D(y): (0; a]U [4; +∞). Î÷åâèä-
íî, ÷òî â ïðîìåæóòîê [4; +∞) ïîïàäàåò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî
öåëûõ ÷èñåë. Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèÿ çàäà÷è íå âûïîëíåíû.

á) Åñëè à ∈(1; +∞), òî ôóíêöèÿ àõ � âîçðàñòàþùàÿ. Â çàâèñèìîñòè
îò âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê à è 4 âîçíèêàþò ðàçëè÷íûå ñëó÷àè:

1. Åñëè à ∈ (1; 4), òî òî÷êà à íàõîäèòñÿ ëåâåå òî÷êè 4. Ïîêàæåì
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çíàêè äàííîãî âûðàæåíèÿ. Âèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå îáëàñòü îï-
ðåäåëåíèÿ D(y): [a; 4].

Â ýòîò ïðîìåæóòîê ïîïàäàþò äâà èëè òðè öåëûõ ÷èñëà, åñëè
a ∈(1; 3]. Òîãäà óñëîâèÿ çàäà÷è âûïîëíåíû.

2. Åñëè à = 4, òî òî÷êè à è 4 ñîâïàäàþò. Ïîêàæåì çíàêè âûðàæå-

íèÿ ( )( )4aaxa x −− . Â ýòîì ñëó÷àå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè

D(x) : 4 � åäèíñòâåííàÿ òî÷êà. Òî åñòü óñëîâèå çàäà÷è íå âûïîëíåíî.
3. Åñëè à ∈ (4; +∞), òî òî÷êà à íàõîäèòñÿ ïðàâåå òî÷êè 4. Ïîêà-

æåì çíàêè äàííîãî âûðàæåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ
äàííîé ôóíêöèè D(y): [4; à].

Â ýòîò ïðîìåæóòîê ïîïàäàþò äâà èëè òðè öåëûõ ÷èñëà, åñëè
à ∈[5; 7). Òîãäà óñëîâèå çàäà÷è âûïîëíÿåòñÿ.

Èòàê, îáúåäèíèâ ñëó÷àè 1 è 3, íàõîäèì, ÷òî ïðè à ∈ (1; 3]U[5; 7)
îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ äàííîé ôóíêöèè ñîäåðæèò äâà èëè òðè öåëûõ ÷èñëà.

Îòâåò: (1; 3]U [5; 7).

Ïðèìåð 10. Íàéäèòå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà k, ïðè
êîòîðîì ñèñòåìà







=++
−≤−++

kyx

kyyx

z

z ,222222

   èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå.

Ðåøåíèå. I  c ï î ñ î á. Ïóñòü k � èñêîìîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà.
Òîãäà ïðè ýòîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà äîëæíà ñóùåñòâîâàòü ïàðà
÷èñåë (x; z), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñèñòåìå

( ) ( )






−−=
−≤−−−+−−+⇔







=++
−≤−++

z.

zzz

z

z

xky

kxkxkx

kyx

kyyx ,, 222222 222222

Ðàññìîòðèì íåðàâåíñòâî, âõîäÿùåå â ñèñòåìó. Çàïèøåì åãî â âèäå

( )( ) ⇔≤+++−+−++ 02224222
zzz xkkxx

( ) ( )( ) 0224122 222 ≤++−+−++−+⇔ zzzz kkkxx .
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Òàê êàê ïî óñëîâèþ çàäà÷è ýòî íåðàâåíñòâî èìååò õîòÿ áû
îäíî ðåøåíèå ïðè èñêîìîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà, òî äèñêðèìè-
íàíò êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà, ñòîÿùåãî â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåí-
ñòâà, äîëæåí áûòü íåîòðèöàòåëüíûì:

( ) ( )( )=++−+−−+−= 22421
4

222
zzzz

z

kkk
kD ),(

= ( ) ( ) ( )( )=+−+−−−−+−− 241222112 2222 kkkkk zzzz

( ) ( )36123 22 −+−+−+−= kkkzz .

Ïî óñëîâèþ çàäà÷è äîëæíî ñóùåñòâîâàòü õîòÿ áû îäíî çíà÷å-

íèå z, ïðè êîòîðîì íåðàâåíñòâî ( ) ( )36123 22 −+−+−+− kkkzz ≥ 0

èìååò ðåøåíèå ïðè èñêîìîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà. Íî òîãäà äèñ-
êðèìèíàíò êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà, ñòîÿùåãî â ëåâîé ÷àñòè íåðà-
âåíñòâà, äîëæåí áûòü íåîòðèöàòåëüíûì. Ïîëó÷èì

( ) ( ) 81623631
4

222 −+−=−+−+−= kkkkk
kD )(

.

Ðåøèì íåðàâåíñòâî.

32432404808162 22 +≤≤−⇔≤+−⇔≥−+− kkkkk .
Òàêèì îáðàçîì, íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà, ïðè êîòîðîì

èñõîäíàÿ ñèñòåìà èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå, ðàâíî 4 + 2 3 .

Îòâåò: 4 + 2 3 .

Ðàññìîòðèì åùå îäèí ñïîñîá ðåøåíèÿ, ñâÿçàííûé ñ âåêòîðàìè.
II  ñ ï î ñ î á.

⇔






=++
−≤−++

kyx

kyyx

z

z ,222222

⇔






=++
−−−−−≤+−++−++−⇔

kyx

yxkyyxx

z

zzz ,622222124412 222

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )





−=−+−+−
≤−+−+−⇔

⇔






=++
+++−≤−+−+−⇔

.

,

,)((

4121

4121

42121

222

222

kyx

yx

kyx

yxkyx

z

z

z

zz



169

Ðàññìîòðèì âåêòîð ( )121 −−− z   ;; yxa
r

. Òîãäà ïåðâîå íåðàâåí-

ñòâî ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå 4≤à

r
. Âòîðîå ðàâåíñòâî ìîæíî

ïðåäñòàâèòü êàê ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà ( )121 −−− z  ;; yxa
r

 íà âåê-

òîð ( )111     ;;b
r

. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî bababa
rrrrrr

⋅≤⋅≤⋅− ,  ïîëó÷èì,

÷òî 32432432432 ≤≤≤−⇔≤−≤− kk .
Ñëåäîâàòåëüíî, íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà, ïðè êîòî-

ðîì ñóùåñòâóþò âåêòîðû ( )121 −−− z   ;; yxa
r

 è ( )111     ;;b
r

, óäîâëåò-

âîðÿþùèå óñëîâèÿì çàäà÷è, ðàâíî 4 + 2 3 .

Îòâåò: 4 + 2 3 .

Ïðèìåð 11.  Íàéòè, ïðè êàêîì íàèáîëüøåì îòðèöàòåëüíîì

çíà÷åíèè ïàðàìåòðà à ôóíêöèÿ y = sin 




 π+

100
24

a
x  èìååò ìàêñè-

ìóì â òî÷êå õ0 = π.
Ðåøåíèå. Åñëè äàííàÿ ôóíêöèÿ èìååò ìàêñèìóì, òî âûïîëíÿ-

åòñÿ óñëîâèå 24õ + n
a π+π=π

2
2100

,  ãäå n ∈ Z. Ïîäñòàâèì â ýòî

ðàâåíñòâî òî÷êó ìàêñèìóìà õ0= π è ïîëó÷èì: n
a π+π=π+π 2

2100
24 ,

îòêóäà a = 200n � 2350. Ïî óñëîâèþ a < 0, òîãäà 200n � 2350 < 0,

îòêóäà n < 
200
2350

 èëè n < 
4
47

. Ñëåäîâàòåëüíî, n ìîæåò ïðèíèìàòü

çíà÷åíèÿ 11, 10, 9, �...
Íàèáîëüøåå îòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå à ïîëó÷àåòñÿ ïðè n = 11

è ðàâíî: à = 200 � 11 � 2350 = 2200 � 2350 = �150.
Îòâåò: �150.

Ï ð è ì å ð  1 2 .  Íàéòè âñå äåéñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà
p, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå ðõ2 + (1 + ð)õ +1 = 0 èìååò íå áîëüøå

ðàçëè÷íûõ êîðíåé, ÷åì óðàâíåíèå 
1

1
1 +

+
=

−
π

x

p

p

x

.
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Ðåøåíèå. Åñëè â ïåðâîì óðàâíåíèè ð = 0, òî ïåðâîå óðàâíåíèå
èìååò êîðíåì õ = �1. Ïðè ýòîì çíà÷åíèè ð âòîðîå óðàâíåíèå ïðèíè-

ìàåò âèä 
1

1

+
=π

x

x . Ëåâàÿ ÷àñòü ïîëó÷èâøåãîñÿ óðàâíåíèÿ � ôóíê-

öèÿ, âîçðàñòàþùàÿ ïðè âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ õ, à ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâ-
íåíèÿ � ôóíêöèÿ óáûâàþùàÿ íà ïðîìåæóòêå (�1; +∞); óðàâíåíèå
èìååò íå áîëåå îäíîãî êîðíÿ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî õ = 0. Èòàê, ïðè
ð = 0 îáà óðàâíåíèÿ èìåþò ïî îäíîìó êîðíþ.

Ïðè ð ≠ 0 ïåðâîå óðàâíåíèå èìååò äâà êîðíÿ: õ1 = �1 è õ2 = � p

1
.

Ïîñêîëüêó 0>π x  è 01 >+x , òî (1 � ð)(1 + ð) > 0.

p ∈ (�1; 1).
Ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ ð âòîðîå óðàâíåíèå ìîæåò èìåòü êîðíè, ïðè

ýòîì ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ � ôóíêöèÿ âîçðàñòàþùàÿ íà R, ïðàâàÿ �
óáûâàþùàÿ íà ïðîìåæóòêå (�1; + ∞). Óðàâíåíèå èìååò íå áîëåå
îäíîãî êîðíÿ. Çíà÷èò, òîëüêî ð = 0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ çàäà÷è.

Ïðèìåð 13. Óêàæèòå íàèìåíüøèé êîðåíü óðàâíåíèÿ

õ3 � 3àõ2 � (à � 1)2õ + 3à(à � 1)2 = 0.

Ðåøåíèå. Âûïîëíèì ïðåîáðàçîâàíèÿ óðàâíåíèÿ:
õ2(õ � 3à) � (à � 1)2(õ � 3à) = 0 ⇔ (õ � 3à)(õ2 � (à � 1)2) = 0 ⇔









−=
−=

=
⇔

.

,

,

ax

ax

ax

1

1

3

1. Ïóñòü 3à � íàèìåíüøèé êîðåíü, òîãäà 
3 < –1, 2 < –1,

  
3 < 1 – ; 4 < 1,

 
 
 

a a a

a a a

 îòêóäà à 
2
1−< .
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2. Ïóñòü à � 1 � íàèìåíüøèé êîðåíü, òîãäà

 { 1
1,1 3 ,

    12
1 1– ; 2

1;

≥≤
≤





a –a– a
– a < .

a– < a
a<

3. Ïóñòü 1 � à � íàèìåíüøèé êîðåíü, òîãäà 
1

1–
  4

1 1
1

≤ ≥ 
 ≥  ≥

a 3a, a ,

a – – a;
a ,

îòêóäà à ≥ 1.

Îòâåò: 3à ïðè à 
2
1−< ;

à � 1 ïðè 
2
1−  ≤  à <1;

1 � a ïðè à ≥  1.

Ïðèìåð 14. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ð óðàâíåíèå
3 � 2cos x = p(1 + tg2 x) èìååò õîòÿ áû îäèí êîðåíü?

Ðåøåíèå. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó 
x

x
2

2 1
1

cos
=+ tg ,  ïîëó÷àåì

3 � 2cos x = 
x

p
2cos

; 3ños2 x � 2cos3 x = p (o÷åâèäíî, cos x ≠ 0).

Ýòî óðàâíåíèå èìååò õîòÿ áû îäèí êîðåíü, åñëè çíà÷åíèå ïàðà-
ìåòðà ð ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó çíà÷åíèé ôóíêöèè, ñòîÿùåé â
ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå t = cos x, ãäå t ];();[ 1001     U−∈ . Ðàññìîòðèì

ôóíêöèþ y(t) = � 2t3 + 3t2 è íàéäåì ìíîæåñòâî åå çíà÷åíèé íà ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ ïðîìåæóòêàõ. Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè y’(t) = �2�3t2 +
+3�2t = �6t2 + 6t = 6t(1 � t). Ïîêàæåì çíàêè ýòîé ïðîèçâîäíîé.

Â òî÷êå t = 0 çíàê ïðîèçâîäíîé ìåíÿåòñÿ ñ ìèíóñà íà ïëþñ,
ïîýòîìó ôóíêöèÿ y(t) èìååò â ýòîé òî÷êå ìèíèìóì ymin = y(0) = 0.
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Îäíàêî ýòà òî÷êà íå ëåæèò â ðàññìàòðèâàåìûõ ïðîìåæóòêàõ. Â òî÷êå
t = 1 çíàê ïðîèçâîäíîé ìåíÿåòñÿ ñ ïëþñà íà ìèíóñ, ïîýòîìó ôóíê-
öèÿ y(t) èìååò â ýòîé òî÷êå ìàêñèìóì ymax = y(1) = �2�13 + 3�12 = 1.
Íàéäåì çíà÷åíèå y(�1) = �2�(�1)3 + 3� (�1)2 = 5. Ïîñòðîèì ýñêèç
ãðàôèêà ôóíêöèè y(t) íà ðàññìàòðèâàåìûõ ïðîìåæóòêàõ.

Íà ýòèõ ïðîìåæóòêàõ ôóíêöèÿ y(t) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé. Ïî-
ýòîìó ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè: E(y) : (0; 5]. Óðàâíåíèå
�2t3 + 3t2 = ð (à òàêæå èñõîäíîå óðàâíåíèå) èìååò õîòÿ áû îäèí
êîðåíü, åñëè çíà÷åíèå ð ïðèíàäëåæèò E(y), ò. å. ïðè ð ∈ (0; 5].

Îòâåò: (0; 5].

Ïðèìåð 15. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à, ïðè êîòîðûõ

ìíîæåñòâî ðåøåíèé íåðàâåíñòâà 
( )

12
3369

22
−





 −<+−

xx

a

x

xa  ñîäåð-

æèò ÷èñëî 4, à òàêæå ñîäåðæèò äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòðåçêà
äëèíîé 4 êàæäûé.

Ðåøåíèå. 1. Èç óñëîâèÿ õ ≠ 0 ñëåäóåò, ÷òî îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà
ìîæíî óìíîæèòü íà õ4 (õ4 > 0). Ïîëó÷èì ðàâíîñèëüíîå íåðàâåí-
ñòâî, â êîòîðîì ñãðóïïèðóåì âñå ÷ëåíû â ëåâîé ÷àñòè:

9õ2 � (à + 6)õ3 < 9ax � 6ax2 � x4; x(x3 � (a + 6)x2 + (6a + 9)õ �9a) < 0.
2. x3 � (a + 6)x2 + (6a + 9)õ � 9a = x2(x � a) � 6x(x � a) + 9(x � a) =

= (x2 � 6x + 9)(x � a) = (x � 3)2(x � a).
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Ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî õ(õ � 3)2(õ � à) < 0. Ðåøèì åãî ìåòîäîì
èíòåðâàëîâ.

3. Ïðè 0 ≤ à ≤ 3 ïîëó÷àåì èíòåðâàë (0; à), íå ñîäåðæàùèé ÷èñëà 4.
Ïðè a < 0 ïîëó÷àåì èíòåðâàë (à; 0), òàêæå íå ñîäåðæàùèé ÷èñëà 4.

4. Ïðè à > 3 ïîëó÷àåì îáúåäèíåíèå (0; 3)U(3; à) äâóõ èíòåðâàëîâ.
Íåïðåñåêàþùèåñÿ îòðåçêè äëèíîé 4 ìîãóò ðàñïîëàãàòüñÿ òîëüêî

â èíòåðâàëå (3; à). Ýòî âîçìîæíî òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà äëèíà
èíòåðâàëà (3; à) áîëüøå 8, ò. å. åñëè a > 11. Ïðè òàêèõ à âûïîëíåíî
è äðóãîå óñëîâèå: 4 ∈(3; à).

Îòâåò: (11; +∞).

Ïðèìåð 16. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à, ïðè êîòîðûõ â

ìíîæåñòâå ðåøåíèé íåðàâåíñòâà ( ) 2
2

1682
8

aaaxx
x

a +>−−− íåëüçÿ

ðàñïîëîæèòü äâà îòðåçêà äëèíîé 2 è 5, êîòîðûå íå èìåþò îáùèõ
òî÷åê.

Ðåøåíèå. 1. Ïîñêîëüêó õ ≠ 0, äîìíîæèì îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà íà õ2

(õ2 > 0). Ïîëó÷èì ðàâíîñèëüíîå íåðàâåíñòâî, â êîòîðîì ñãðóïïèðóåì
âñå ÷ëåíû â ïðàâîé ÷àñòè: 0 > x(x3 � (2a + 8)x2 + (a2 + 16a)(x � 8a2).

2. x3 � (2a + 8)x2 + 16ax + a2(x � 8) = x2(x � 8) � 2ax(x � 8) +
+a2(x � 8) = (x � 8)(x2 � 2ax + a2) = (x � 8)(x � a)2.

Ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî x(x � 8)(x � a)2 < 0. Ðåøèì åãî ìåòîäîì
èíòåðâàëîâ.

3. Åñëè à ≤ 0 èëè à ≥8, òî ðåøåíèåì áóäåò èíòåðâàë (0; 8) äëèíîé 8.
Â íåì åñòü îòðåçêè äëèíîé 2 è 5 áåç îáùèõ òî÷åê, ò. å. òàêèå çíà-
÷åíèÿ à íàì íå ïîäõîäÿò.

4. Åñëè 0 < a < 8, òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé � (0; à)U (à; 8).
Åñëè 0 < a < 1, òî äëèíà èíòåðâàëà (à; 8) áîëüøå 7, è â íåì

åñòü äâà òàêèõ îòðåçêà.
Åñëè 1 ≤ à ≤ 2, òî îòðåçîê äëèíîé 5 ìîæíî ðàñïîëîæèòü â (à; 8),

íî òîãäà îòðåçîê äëèíîé 2 óæå íåëüçÿ ðàñïîëîæèòü íè â (0; à), íè
â (à; 8).

Åñëè 2 < a < 3, òî â (0; à) åñòü îòðåçîê äëèíîé 2, à â (à; 8) �
äëèíîé 5.

Åñëè 3 ≤ à ≤ 4, òî îáà èíòåðâàëà: (0; à) è (à; 8) � äëèíîé
ìåíüøå 5, è â íèõ íåò íóæíûõ îòðåçêîâ.

Äëÿ 4 ≤ à ≤ 8 � ñèììåòðè÷íûé ïåðåáîð.

Îòâåò: [1; 2]U [3; 5]U [6; 7].
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Ïðèìåð 17. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à, ïðè êîòîðûõ
îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè y = log2 (log2 (a � x))� log2  x  ñîäåð-
æèò ïÿòü öåëûõ ÷èñåë.

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó îïðåäåëåí ëîãàðèôì òîëüêî äëÿ ïîëîæèòåëü-

íûõ ÷èñåë, ( )2

0,
0, 0,

0, 0 1.
log 0 1

1

x
x x

a x x a
a x x a

a x

>> >⇔ − > ⇔ ⇔ < < −  − > < −  − >

  

×òîáû îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ñîäåðæàëà 5 öåëûõ ÷èñåë, íåîáõîäè-
ìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà 5 < a � 1 ≤ 6, ò. å. à ∈ (6; 7].

Îòâåò: (6; 7].

Ïðèìåð 18. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ à, ïðè êîòîðûõ îáëàñòü îï-

ðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ó =
122

1
2 +−⋅ xxa

 åñòü âñÿ ÷èñëîâàÿ ïðÿìàÿ.

Ðåøåíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî à22õ � 2õ + 1 ≠ 0. Åñëè à = 0, òî �2õ + 1 ≠ 0,
2õ ≠ 1 è õ ≠ 0.

Ïîëîæèâ 2õ = t, ãäå t > 0, ïîëó÷èì at2 � t + 1 ≠ 0. D = 1 � 4a < 0,

ò. å. à > 
4
1
; òîãäà êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí êîðíåé íå èìååò. Ïóñòü

1 � 4a > 0, òîãäà óðàâíåíèå at2 � t + 1 = 0 èìååò êîðíè, ïðè÷åì ïðè

0 < à <
4
1

 îáà êîðíÿ ïîëîæèòåëüíû, à ïðè à < 0 îäèí èç íèõ ïîëî-

æèòåëåí (ýòîò ðåçóëüòàò äàþò ôîðìóëû òåîðåìû Âèåòà). Èòàê, òîëüêî

ïðè à >
4
1

 îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ äàííîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ âñÿ ÷èñ-

ëîâàÿ ïðÿìàÿ.

Îòâåò: 




 ∞+  ;
4
1

.

Ïðèìåð 19 .  Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà p, ïðè êîòîðûõ

óðàâíåíèå pxx +=  èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
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Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî õ ≥  0, è ïîñêîëüêó îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ
ÿâëÿþòñÿ íåîòðèöàòåëüíûìè âûðàæåíèÿìè, òî

 ( ) ⇔






≥
+=⇔+=

0

2

x

pxx
pxx

,  õ2 + õ(2ð � 1) + ð2 = 0.

Óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü, åñëè

D = 4p2 � 4p + 1 � 4p2 = 1 � 4p = 0, p = 
4
1

.

Ïðè ýòîì õ = 
4
1

2
21

=
− p

 � ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü.

Äðóãàÿ âîçìîæíîñòü çäåñü íå âûïîëíÿåòñÿ!

Îòâåò: 
4
1

.
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XV. ÈÇÁÐÀÍÍÛÅ ÇÀÄÀ×È Ñ ÏÀÐÀÌÅÒÐÀÌÈ
ÍÀ ÂÑÒÓÏÈÒÅËÜÍÛÕ ÝÊÇÀÌÅÍÀÕ Â ÂÓÇÛ

Àâòîðû óæå íåîäíîêðàòíî îáðàùàëèñü ê çàäà÷àì äëÿ àáèòóðèåí-
òîâ, îãîâàðèâàÿ, êàêèì èç âóçîâ ïðåäëàãàëàñü äàííàÿ çàäà÷à. Ïðè
ýòîì çàäà÷è ïîäáèðàëèñü ïî ðàçäåëàì, ðàññìàòðèâàåìûì â òîé èëè
èíîé ÷àñòè ðàáîòû. Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ çà-
äà÷è, îòíîñÿùèåñÿ êî âñåì ðàíåå ðàçîáðàííûì ðàçäåëàì. Îíè áóäóò
ïðåäñòàâëÿòü íàáîð òðåíèðîâî÷íûõ çàäà÷, äàííûõ íåóïîðÿäî÷åííî.
Ïðè òàêîì ïîäõîäå íå ïðîèñõîäèò îòðàáîòêè íàâûêîâ ðåøåíèÿ
çàäà÷ êàêîãî-òî îïðåäåëåííîãî òèïà, ÷èòàòåëþ ïðèõîäèòñÿ ñàìîìó
ïðîâîäèòü êëàññèôèêàöèþ çàäà÷ è âûáîð ñïîñîáà ðåøåíèÿ.

Ïðèìåð 1.  (ÑÏáÃÓ, 1996 ã.)

Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà à óðàâíåíèå 1+=+ aaxsin
èìååò ðåøåíèå?

Ðåøåíèå. 






−≥
++=⇔







≥+
+=+⇔+=+

.

,sin,)(sin
sin

1

1

01

1
1

22

a

aax

a

aax
aax

Ïîñêîëüêó ¦sin x¦ ≤ 1, òî ¦à2 + à + 1¦ ≤ 1, îòêóäà à2 + à ≤ 0 è à ];[ 01   −∈ .
Îòâåò: [�1; 0].

Ïðèìåð 2 .  (ÌÃÓ, 1999 ã.)
Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå

(õ2 � 6¦õ¦ � à)2 + 12(õ2 � 6¦õ¦ � à) + 37 = cos 
a

π18
 èìååò ðîâíî äâà

êîðíÿ.
Ðåøåíèå. Èñõîäíîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ

(õ2 � 6¦õ¦ � à + 6)2 = cos 
a

π18  � 1, êîòîðîå â ñâîþ î÷åðåäü ðàâíî-

ñèëüíî ñèñòåìå 








=π−

=+−−

.cos

,

0
18

1

066
2

a

axx
                                             (*)
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Ïåðâîå óðàâíåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îò-
íîñèòåëüíî ¦õ¦, ¦õ¦ ≥  0. Åñëè äèñêðèìèíàíò D = a + 3≥0, òî êâàäðàòíîå
óðàâíåíèå èìååò êîðíè îòíîñèòåëüíî ¦õ¦. Äëÿ òîãî ÷òîáû óðàâíåíèå
îòíîñèòåëüíî õ èìåëî äâà êîðíÿ, íåîáõîäèìî, ÷òîáû óðàâíåíèå îò-
íîñèòåëüíî ¦õ¦ èìåëî îäèí êîðåíü (íàïîìíèì, ÷òî ¦õ¦ ≥0).

à. Ïðè ðàâåíñòâå äèñêðèìèíàíòà íóëþ (ïðè à = �3) êâàäðàòíîå
óðàâíåíèå èìååò îäèí êîðåíü, ò. å. ¦õ¦ = 3. Ïðè ýòîì ïåðâîå óðàâíåíèå
ñèñòåìû èìååò äâà êîðíÿ, îòëè÷àþùèåñÿ çíàêàìè: õ = ±3. Åñëè à = �3,
âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (*) îáðàùàåòñÿ â âåðíîå ðàâåíñòâî.

á. Ïðè ïîëîæèòåëüíîì äèñêðèìèíàíòå ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû

èìååò êîðíè ¦õ¦1 = 3 + a+3  è ¦õ¦2 = 3 � a+3 .  Äëÿ òîãî ÷òîáû èñõîäíîå
óðàâíåíèå èìåëî äâà êîðíÿ, íåîáõîäèìî, ÷òîáû îäèí èç êîðíåé
(ýòî ¦õ¦2) áûë îòðèöàòåëåí. Ïîëó÷àåì ñèñòåìó íåðàâåíñòâ







+<

−>+
⇔







<+−

>++

.

,,

a

a

a

a

33

33

033

033
 Ïåðâîå íåðàâåíñòâî ñèñòåìû âñåãäà âû-

ïîëíÿåòñÿ. Ðåøåíèå âòîðîãî íåðàâåíñòâà äàåò a > 6. Ðåøåíèå âòîðîãî

óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (*) âîçìîæíî ïðè ,n
a

π=π
2

18
 ò.  å. ïðè âûïîëíåíèÿ

óñëîâèé 













∈
>

=

.

,

,

Zn

a
n

a

6

9

 Ðåøàÿ ñèñòåìó â öåëûõ ÷èñëàõ, ïîëó÷àåì à = 9.

Îòâåò: �3; 9.
Ïðèìå÷àíèå. Çàäà÷à äîïóñêàåò è ãðàôè÷åñêîå ðåøåíèå.

Ïðèìåð  3 .  (ÌÃÓ, 1993 ã.)
Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ íå-

ðàâåíñòâî õ2 + 2¦õ � à¦ ≥  à2 ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ õ.
Ðåøåíèå. Èñõîäíîå íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó

õ2 � à2 +2¦õ�à¦ ≥ 0, êîòîðîå â ñâîþ î÷åðåäü ðàâíîñèëüíî ñîâî-

êóïíîñòè ñèñòåì: 















≥−+−
<





≥++−
≥

.))((

,

;))((

,

02

02

axax

ax

axax

ax
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Ðåøàåì ìåòîäîì èíòåðâàëîâ âòîðîå íåðàâåíñòâî ïåðâîé ñèñòå-
ìû: õ = à, õ = �à � 2. Åñëè �à � 2 > a; a < �1. Ïðè à = �1 èìååì

âåðíîå íåðàâåíñòâî (õ + 1)2 ≥0. Èòàê, åñëè à ≤ �1, òî õ );[ ∞+−−∈   2a .

Åñëè æå �a � 2 < a, ò. å. a > �1, òî õ );( ∞+∈   a (*).

Ðåøàåì ìåòîäîì èíòåðâàëîâ âòîðîå íåðàâåíñòâî âòîðîé ñèñòå-

ìû: õ = à; õ = 2 � à. Åñëè 2 � à > a, ò. å. a < 1, òî õ );( a−∞∈ (**). Ñëó÷àé,
ïðè êîòîðîì 2 � à < a, ïðåäëàãàåì ðàçîáðàòü ñàìîñòîÿòåëüíî. Çàìå-
òèì, ÷òî ïðè à = ±1 íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ õ, ïîýòîìó
èç (*) è (**) è ñäåëàííîãî çàìå÷àíèÿ ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî
èñõîäíîå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ õ ïðè �1 ≤  à ≤ 1.

Îòâåò: [�1; 1].

Ïðèìåð 4. (ÌÃÒÓ, 2001 ã.)
Ñêîëüêî êîðíåé áîëüøå �1 â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ à èìååò

óðàâíåíèå õ2 + (2à + 6)õ + 4à + 12 = 0?
Ðåøåíèå. Ïî óòâåðæäåíèþ 1 (ñòð. 38) èìååì
f (�1) =

 1 � 2a � 6 + 4a + 12 ≤ 0 è à ≤  �3,5.
Óðàâíåíèå èìååò îäèí êîðåíü, êîãäà D = 0.

( ) ( ) ( )( )13343
4

2 −+=+−−= aaaa
D

.

Åñëè à = �3, òî õ = 0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ çàäà÷è. Åñëè à = 1,
òî õ2 + 8õ + 16 = 0, õ = �4 íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ çàäà÷è.

Óðàâíåíèå èìååò îäíî ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ çàäà-

÷è, ïðè à }{; 3
2
7 −



 −∞−∈ U  .
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Ðàññìîòðèì óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ äâóõ êîðíåé ïðè x > �1:






 −−∈⇒















−>

−<





>

−<

⇒










>+=−

−>+−=−

>

3
2
7

2
7

2

1

3

0721

13
2

0

      ;,

;

,

)(

,)(

,

a

a

a

a

a

af

a
p

D

.

Îòâåò: ïðè à }{; 3
2
7 −



 −∞−∈ U  � îäèí êîðåíü;

ïðè à 




 −−∈ 3

2
7

  ; � äâà êîðíÿ;

ïðè äðóãèõ à êîðíåé íåò.

Ïðèìåð 5. (ÌÃÓ, 2005 ã.)
Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ à, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå
4õ � ¦3õ �¦õ + à¦¦ = 9¦õ � 1¦ èìååò õîòÿ áû îäèí êîðåíü.
Ðåøåíèå. Ïóñòü f (x) = 9¦õ � 1¦�4õ + ¦3õ � ¦õ + à¦¦, òîãäà ôóíêöèÿ

f (x) = 9¦õ � 1¦�4õ + ¦3õ � ¦õ + à¦¦ óáûâàåò ïðè õ ≤ 1 (ïîñêîëüêó ïðè ëþáîì
ðàñêðûòèè ìîäóëåé êîýôôèöèåíò ïðè õ ðàâåí 9 � 4 ± 3 ± 1 < 0) è
âîçðàñòàåò ïðè õ ≥1 (êîýôôèöèåíò ïðè õ ðàâåí �9 � 4 ± 3 ± 1 > 0),
îòêóäà E(f) : [f (1); +∞).

Óðàâíåíèå èìååò õîòÿ áû îäèí êîðåíü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

68717

7114134013401

≤≤⇔≤+≤−⇔

⇔≤+≤−⇔≤+−≤−⇔≤+−+−⇔≤

àa

aaaf

–

)(

Îòâåò: �8 ≤ õ ≤ 6.

Ïðèìåð 6. (ÌÃÓ, 2005 ã.)

Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà à óðàâíåíèå a
x

x
x =

−
++

13
1

èìååò ðîâíî òðè ðåøåíèÿ?
Ðåøåíèå. Ïóñòü õ0 � ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ ïðè íåêîòîðîì

çíà÷åíèè à. Òîãäà õ0 3
1≠ , à ÷èñëî õ1 = 13

1

0

0

−
+

x

x
 òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðå-
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øåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ, ïîñêîëüêó õ1 3
1≠  è õ0 = 13

1

1

1

−
+

x

x
, òàê ÷òî

1
1

1

0

0
0 13

1

13

1
x

x

x

x

x
x +

−
+

=
−
+

+ . Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ òîãî, ÷òîáû èñõîä-

íîå óðàâíåíèå èìåëî ðîâíî òðè ðåøåíèÿ, íåîáõîäèìî, ÷òîáû ÷èñëî
ðåøåíèé áûëî íå÷åòíûì, à çíà÷èò, ÷òîáû îäíî èç íèõ ÿâëÿëîñü

êîðíåì óðàâíåíèÿ 









−=

=
⇔=−−⇔

−
+=

3
1

1
0123

13
1 2

x

x
xx

x

x
x

Ýòèì çíà÷åíèÿì õ ñîîòâåòñòâóþò ÷èñëà à = 2 è à = 
3
2

. Íåïîñ-

ðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî òðåáîâàíèþ çàäà÷è óäîâ-
ëåòâîðÿåò òîëüêî çíà÷åíèå à = 2, äëÿ ÷åãî äîñòàòî÷íî îáû÷íûìè
ïðèåìàìè ðåøèòü äâà óðàâíåíèÿ.

Ïðèìå÷àíèå. Ïðîâåäåì íåêîòîðûå ïîÿñíåíèÿ (âîçìîæåí è òà-
êîé ïîäõîä).

Äåéñòâèòåëüíî, ôóíêöèÿ f (x)=





 −

++=
−
++

3
1

9

4
3
1

13
1

x

x
x

x
x

óáûâàåò îò ∞ äî 1 íà ïðîìåæóòêå (�∞; �1], âîçðàñòàåò îò 1 äî

∞ íà ïðîìåæóòêå 






3
1

0   ; . Ïðè õ > 
3
1

 èìååì f (x)= 
13
13

13
1 2

−
+=

−
++

x

x

x

x
x ,

ïðè÷åì íåðàâåíñòâî f (x) ( ) 012
13
13

2 2
2

≥−⇔≥
−
+⇔≥ x

x

x
 âûïîëíå-

íî è îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî ðîâíî ïðè îäíîì çíà÷åíèè õ = 1.

Ïðè �1 < x < 0 èìååì f (x)=
x

x

x

x
x

31
13

13
1 2

−
+=

−
+−− , ïðè÷åì âåðíû

íåðàâåíñòâà f(x) ( ) 011
31

13
1

2

<−⇔<
−

+⇔< xx
x

x
;

.

,
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f (x) 0
3
1

3
2

31
13

3
2

22

≥




 +⇔≥

−
+⇔≥ x
x

x , ïîñëåäíåå èç êîòîðûõ îáðàùà-

åòñÿ â ðàâåíñòâî ðîâíî ïðè îäíîì çíà÷åíèè õ = 
3
1− . Òàêèì îáðàçîì,

ïðè à = 2 óðàâíåíèå èìååò ðîâíî òðè ðåøåíèÿ, à ïðè à = 
3
2

� îäíî.

Îòâåò: 2.

Ïðèìåð 7.  (ÌÀÒÈ, 2003 ã.)
Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ à, ïðè êîòîðûõ êàæäîå ðåøåíèå íåðàâåí-

ñòâà õ2 + à ≤ 0 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó ( ) 032 ≤−+ xax .

Ðåøåíèå. Óêàæåì äâà ñïîñîáà ðåøåíèÿ ýòîãî çàäàíèÿ. Î÷åâèä-
íî, ÷òî íåðàâåíñòâî õ2 + à ≤ 0 íå èìååò ðåøåíèé ïðè a > 0. Ïðè

à ≤ 0 åãî ðåøåíèåì áóäåò äâîéíîå íåðàâåíñòâî axa −≤≤−− .

Âòîðîå æå íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî ñîâîêóïíîñòè 








=




<
≤+

,

;

,

3

3

02

x

x

ax

  îòêó-

äà ïîëó÷àåì õ ≤ �2à ïðè 0
2
3 ≤<− a  x < 3 ïðè à 

2
3−≤ ; õ = 3 ïðè à ∈ R.

Ïî óñëîâèþ êàæäîå ðåøåíèå ïåðâîãî íåðàâåíñòâà äîëæíî óäîâ-

ëåòâîðÿòü âòîðîìó, íî òîãäà 










−≥








−≤

=

⇔










≤
≤−

−≤−

,

;

,

,

,

9
4
1

0

3

3

2

a

a

a

a

a

aa

  îòêóäà

à = 0 è �9 ≤ à ≤ � 
4
1

.

Îòâåò: {0} 






4
1

9   ;–U .
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Ðåøåíèå âòîðûì ñïîñîáîì îñíîâàíî íà èçîáðàæåíèè â ïëîñ-
êîñòè õÎà ïàðàáîëû à = �õ2, òîãäà ðåøåíèåì ïåðâîãî íåðàâåíñòâà
à ≤ �õ2 áóäåò âíóòðåííÿÿ ÷àñòü ïàðàáîëû âìåñòå ñ ãðàíèöåé. Ðåøå-
íèåì æå âòîðîãî íåðàâåíñòâà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ õ = 3 è ÷àñòü ïëîñ-

êîñòè, ëåæàùàÿ ëåâåå ýòîé ïðÿìîé è íå âûøå ïðÿìîé à = 
2
x− .

Òî÷êà (0; 0) ïðèíàäëåæèò îáîèì ìíîæåñòâàì. Ïðåäëàãàåì ÷èòàòå-
ëÿì óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ëþáîé îòðåçîê, äàþùèé ðåøåíèå íåðà-
âåíñòâà õ2 + à ≤ 0, ëåæèò öåëèêîì âî ìíîæåñòâå ðåøåíèé âòîðîãî

íåðàâåíñòâà ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ �9 ≤ à ≤ �
4
1

.

Ïðèìåð 8. (ÌÃÓ, 2005 ã.)
Ïðè êàêèõ öåëûõ à íåðàâåíñòâî 2log

2
1 a � 3 + 2õlog

2
1 a � x2 < 0

âåðíî äëÿ ëþáîãî öåëîãî çíà÷åíèÿ õ?
Ðåøåíèå.
2log

2
1 a � 3 + 2xlog

2
1 a � x2 < 0 ⇔ õ2 + 2xlog2 a + (2log2 a + 3) > 0.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ õ
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

log 2
2
a � 2log2 a � 3 < 0⇔ (log2 a � 3)(log2 a + 1) < 0 ⇔ � 1 < log2 a < 3 ⇔

2
1⇔ < a < 8.

Îòâåò: 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7.

Ïðèìåð 9. (ÑÏáÃÓ, 2001 ã.)
Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à, äëÿ êîòîðûõ óðàâíåíèå
log2(à + 10) = log2(a � x) + log2(x + 6) èìååò äâà ðàçëè÷íûõ

êîðíÿ.
Ðåøåíèå.
Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ óðàâíåíèÿ çàäàåòñÿ ñèñòåìîé





−>
<

;

,

6x

ax
 ( )ax   ;6−∈ .

Ïîòåíöèðóÿ èñõîäíîå óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì õ2 + (7 � à)õ + (10 � 6à) = 0.
Äàëåå íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü òå çíà÷åíèÿ à, ïðè êîòîðûõ îáà êîðíÿ



183

óðàâíåíèÿ ïðèíàäëåæàò ïðîìåæóòêó (�6; à). ßñíî, ÷òî äîëæíû

âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: 











>
>−

<<−
>

.)(

,)(

,

,

0

06

6

0

0

af

f

ax

D

Ðåøåíèå ñèñòåìû íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà, ïîýòîìó ìû åãî îïóñêàåì.
Îòâåò: ïðè a > �1.

Ïðèìåð 10. (ÌÃÓ, 2005 ã.)
Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ ôóí-

êöèÿ f (x)=
xa

ax

sin

sin

24
4

−
+

 ïðèíèìàåò âñå çíà÷åíèÿ èç îòðåçêà [0; 1].

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè sin x ñîâïàäàåò
ñ îòðåçêîì [�1; 1], çàäà÷ó ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì: íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ

äëÿ ëþáîãî y ∈ [0; 1] íàéäåòñÿ òàêîå t ∈ [�1; 1], ÷òî ó = 
ta

at

24
4

−
+

.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå

( )








≠







+

−=
⇔







≠
+
−

=
⇔





≠−
−=+

.

,,
)(

),(

at

y
at

at

y

y
at

ta

tayat

2

22
9

2

2

22
14

024

244

Çàìåòèì, ÷òî à = 0 íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿ çàäà÷è, à ïðè à ≠ 0 ñèñ-

òåìà ðàâíîñèëüíà ñâîåìó ïåðâîìó óðàâíåíèþ, òàê êàê 2 � ( )22
9
+y  ≠ 2.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ t (y) = a ( )





+

−
22

9
2

y
. Ïðè à ≠ 0 îíà ìîíîòîííà
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íà îòðåçêå [0; 1] è ïåðåâîäèò ýòîò ïðîìåæóòîê â îòðåçîê ñ êîíöàìè

f (0) = �
4
a

 è f (1) = 
2
a

, êîòîðûé öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ â îòðåçêå

[�1; 1] ëèøü ïðè 2

1
2

1
4

≤⇔











≤

≤−
a

a

a
,

.

Îòâåò: �2 ≤ a < 0; 0 < a ≤ 2.

Ïðèìå÷àíèå. Äîñòàòî÷íî ÷àñòî íà âñòóïèòåëüíûõ ýêçàìåíàõ â
ðàçëè÷íûå âóçû ïîÿâëÿþòñÿ çàäà÷è, â êîòîðûõ èç çàäàííîãî ñå-
ìåéñòâà ôóíêöèé òðåáóåòñÿ âûäåëèòü òå, ÷üè ìíîæåñòâà çíà÷å-
íèé óäîâëåòâîðÿþò îïðåäåëåííûì óñëîâèÿì. Ïîäðîáíàÿ êëàññè-
ôèêàöèÿ çàäà÷ ïîäîáíîãî òèïà äàíà â [4].

Ïðèìåð 11 .  (ÌÃÒÓ, 2003 ã.)
Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå

(õ � à)2 + 2à � 24 =
8−

−
x

xx
 èìååò îäíî ðåøåíèå. Óêàçàòü ýòî

ðåøåíèå ïðè êàæäîì à.
Ðåøåíèå. Ïðè x < 0 óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèÿ, ïîñêîëüêó

0
8

<
−
−−

x

xx
. Ïðè õ ≥ 0, õ ≠ 8   õ2 � 2àõ + à2 + 2à � 24 = 0. Ïîëó÷åííîå

óðàâíåíèå áóäåò èìåòü îäíî ðåøåíèå ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé:
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Åñëè f (0) = 0, òî õ(õ � 2à) = 0, õ = 0, õ = 2à;
ïðè à = �6  õ = 0, õ = �12 � ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ òîëüêî ïðàâûé

êîðåíü;
ïðè à = 4  õ = 0,  õ = 8 � ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ òîëüêî ëåâûé

êîðåíü.

Èòàê, èìååì îäíî ðåøåíèå ïðè ëþáîì à { }1246 U];[   −∈ .
Íàéäåì à, åñëè õ = 8. Òîãäà 64 � 16à + à2 + 2à � 24 = 0;

à2 � 14à + 40 = 0. Ðåøåíèå êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ äàåò à1 = 10, à2 = 4.

Ñ à = 4 âñå ÿñíî. Êîðíè óðàâíåíèÿ: õ1, 2 = à 242 +−± a .
Ïðè à = 10  õ1 = 12,  õ2 = 8. Ìû ïîëó÷èëè äâà êîðíÿ, íî

ðåøåíèå òîëüêî îäíî, ïîñêîëüêó õ ≠ 8.

Îòâåò: ïðè ëþáîì à }{ 121046     ;);[ U−∈  õ = à 242 +−+ a ;
ïðè à = 4  õ = 0.

Ïðèìåð 12.  (ÌÀÄÈ, 2005 ã.)
Íàéòè êîëè÷åñòâî öåëûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà à, ïðè êîòîðûõ

àáñöèññà âåðøèíû ïàðàáîëû ó = (õ � 19à)2 � à2 � 8à � 15 îòðè-
öàòåëüíà, à îðäèíàòà � ïîëîæèòåëüíà.

Ðåøåíèå. Åñëè óðàâíåíèå ïàðàáîëû ïðèâåäåíî ê âèäó
y = (x�n)2 + m, òî àáñöèññà õâ âåðøèíû ïàðàáîëû ðàâíà n, à åå
îðäèíàòà ðàâíà m. Â íàøåì ñëó÷àå õâ = 19à, óâ = �à2 � 8à � 15. Ïî
óñëîâèþ çàäà÷è

( )( ) .
,,

35
053

0

0158

019
2

−<<−⇒




<++
<

⇒






>−−−

<
a

aa

a

aa

a
 Ýòîìó èí-

òåðâàëó ïðèíàäëåæèò åäèíñòâåííîå öåëîå çíà÷åíèå à.
Îòâåò: 1.

Ïðèìåð 13. (ÌÂÒÓ, 2002 ã.)
Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ à ≠ 0, äëÿ êîòîðûõ íåðàâåíñòâî

3
2

2 11 ax
a

x
aa −≤+++ èìååò íå ìåíåå ÷åòûðåõ ðàçëè÷íûõ ðåøå-

íèé, ÿâëÿþùèåñÿ öåëûìè ÷èñëàìè.

Ðåøåíèå. Ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà íåîòðèöàòåëüíà ïðè ëþáûõ
çíà÷åíèÿõ à è õ; ñëåäîâàòåëüíî, íåðàâåíñòâî ìîæåò èìåòü ðåøåíèå
òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî ïðàâàÿ ÷àñòü íåîòðèöàòåëüíà, ò. å. ïðè à3 ≤ 1.
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Ïîñêîëüêó xa
a

x
aa +=+ 3

2
2 , òî èñõîäíîå íåðàâåíñòâî ðàâ-

íîñèëüíî íåðàâåíñòâó 33 11 axxa −≤+++ . Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî

ìîæíî ðåøèòü ôîðìàëüíî, ðàñêðûâ çíàêè ìîäóëÿ.
Ïðèâåäåì äðóãîå ðåøåíèå. Äëÿ ýòîãî ïåðåïèøåì åãî â âèäå

( ) ( ) 33 11 axax −≤−−+−− . Ñîãëàñíî ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòà-

öèè ìîäóëÿ ðåøèòü íåðàâåíñòâî � çíà÷èò íàéòè íà êîîðäèíàòíîé
ïðÿìîé âñå òî÷êè õ òàêèå, ÷òî ñóììà ðàññòîÿíèé îò êàæäîé èç íèõ
äî òî÷êè ñ êîîðäèíàòîé �à3 è äî òî÷êè ñ êîîðäèíàòîé �1 íå
áîëüøå, ÷åì 1 � à3, ò. å. íå áîëüøå îòðåçêà [�1; �à3].

Äëÿ òîãî ÷òîáû îòðåçîê [�1; �à3] ñîäåðæàë íå ìåíåå ÷åòûðåõ
öåëûõ ÷èñåë, îí äîëæåí ñîäåðæàòü ÷èñëà �1, 0, 1, 2, òîãäà äîëæíî
âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî 2 ≤ �à3. Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò,

÷òî òîëüêî ïðè à ( ]3 2−∞−∈   ;  èñõîäíîå íåðàâåíñòâî èìååò íå ìå-
íåå ÷åòûðåõ ðàçëè÷íûõ ðåøåíèé, ÿâëÿþùèõñÿ öåëûìè ÷èñëàìè.

Îòâåò: ( ]3 2−∞−   ; .

Ïðèìåð 14. (ÌÏÃÓ, 2005 ã.)
Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à, ïðè êîòîðîì äëÿ ëþáîãî õ

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî 4õ + (à � 1)�2õ + (7 � 2à) > 0.
Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ó = 2õ. Òðåáóåòñÿ íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðà-

ìåòðà à, ïðè êîòîðûõ êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí ó2 + (à � 1)�ó + (7 � 2à)
íå èìååò ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ, åñëè D < 0 èëè





≥
≤

,)(

,

00

0

f

x
â   ãäå D = (a � 1)2 � 4�(7 � 2a) = à2 + 6à � 27 � äèñêðè-

ìèíàíò, à õâ = 
2

1 a−
� àáñöèññà âåðøèíû ïàðàáîëû. Çàäà÷à ñâîäèòñÿ

ê ïîèñêó îáúåäèíåíèÿ ðåøåíèé íåðàâåíñòâà à2 + 6à � 27 < 0 è

ñèñòåìû 




≥−
≤−

.

,

027

01

a

a

Îòâåò: 



−

2
7

9   ; .



187

Ïðèìåð 15. (ÌÃÒÓ, 2003 ã.)
Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà óðàâ-

íåíèé 






=+
−=
axy

xy

53

162 ,
 èìååò ðåøåíèå.

Ðåøåíèå. Èñõîäíàÿ ñèñòåìà ðàâíîñèëüíà ñèñòåìå
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Íàéäåì çíà÷åíèå à, ïðè êîòîðîì D ≥ 0:

D = 25a2 � 16�400 ≥  0⇔ a ( ] [ )∞+−−∞∈     ;; 1616 U . Èç ýòèõ çíà÷åíèé

à èñêëþ÷èì òå, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå èìååò îòðèöàòåëüíûå êîðíè.
Óñëîâèå îòðèöàòåëüíîñòè êîðíåé:
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Îòâåò: à ( ) [ )∞+−−∞∈     ;; 2016 U .

Ïðèìåð 16.  (ÌÃÏÓ, 2005 ã.)
Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à, ïðè êîòîðûõ äëÿ âñåõ õ,

ïðèíàäëåæàùèõ ïðîìåæóòêó (1; 2), âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
õ2 + àõ + à2 � à � 10 < 0.

Ðåøåíèå. Ââåäåì ôóíêöèþ f(x) = õ2 + àõ + à2 � à � 10. Òîãäà óñëîâèÿ

çàäà÷è ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñèñòåìû 
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Îòâåò: [�3; 2].
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Ïðèìåð 17.  (ÌÃÒÓ, 2002 ã.)

Óêàçàòü âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ð, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà óðàâíå-

íèé 
( )

( )





+=++−

=−+

422

02

2 pyxpx

yyyx ,
  èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Íàéòè

ýòî ðåøåíèå ïðè êàæäîì ð.

Ðåøåíèå. Ïðè y < 0 ïåðâîå óðàâíåíèå, à çíà÷èò, è ñèñòåìà íå

èìååò ñìûñëà, ïîñêîëüêó ïîëó÷àåì âûðàæåíèå 
23y− .

Ïðè ó ≥ 0  õ + ó = 0, õ = �ó, è ïîñëå ïîäñòàíîâêè âî âòîðîå

óðàâíåíèå ïîëó÷àåì ñèñòåìó 
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èìååò îäíî ðåøåíèå ïðè óñëîâèè:
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óâ = �ð, ïðè ð = �2 óâ = 2, 2 ≥ 0;
ïðè ð = �1  ó = 0, ó = 2, ò. å. äâà ðåøåíèÿ;
ïðè ð = 2  ó = 0, ó = �4, ò. å. îäíî ðåøåíèå.
Îáúåäèíÿÿ âñå ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ, ïîëó÷èì îòâåò.

Îòâåò: ïðè ð }{ ( ]212   ;−−∈ U  õ = ð � 2+p , ó = � ð + 2+p .

Ïðèìåð 18. (ÌÃÏÓ, 2004 ã.)
Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà k, ïðè êîòîðûõ îáà êîðíÿ

óðàâíåíèÿ x2 � 6kx + 2 � 2k + 9k2 = 0 áîëüøå 3.
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Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èâ x2 � 6kx + 2 � 2k + 9k2 = f (x), ïîëó÷àåì

9
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1
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
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


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Îòâåò: 
9
11>k .

Ïðèìåð 19.  (ÌÃÒÓ, 2004 ã.)

Äëÿ âñåõ çíà÷åíèé à ðåøèòü íåðàâåíñòâî 1
3 −<

−
+

a
ax

ax
.

Ðåøåíèå. Íàéäåì îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ äàííîãî íåðàâåíñòâà.

Èìååì: 0
3 ≥

−
+
ax

ax
. Ðåøåíèå íåðàâåíñòâà ìåòîäîì èíòåðâàëîâ äàåò:

õ ∈ (�∞; �
3
a

]U (a; +∞).

Ïðîâåäåì ðàâíîñèëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ íåðàâåíñòâà, âîçâåäÿ
îáå åãî ÷àñòè â êâàäðàò ñ ó÷åòîì ïîëîæèòåëüíîñòè ïðàâîé ÷àñòè (â
ëåâîé ÷àñòè ñòîèò àðèôìåòè÷åñêèé êâàäðàòíûé êîðåíü):
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




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( ) ( )

( ) ( )









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a

aaaaax

a
x

a

Ïîñêîëüêó à2 � 2à � 2 = (à � (1 + 3))(à�(1� 3 )), òî

à2 � 2à � 2 < 0 ïðè 1 � 3 < a < 1 + 3;

à2 � 2à � 2 = 0 ïðè a1 = 1� 3, à2
 = 1+ 3;

à2 � 2à � 2 > 0 ïðè a ∈ (� ∞; 1� 3) U  (1+ 3; +∞).

Ïðè à = 1+ 3 âòîðàÿ ñèñòåìà ñîâîêóïíîñòè ðåøåíèé íå èìå-
åò, à ïåðâîé ñèñòåìå ýòîé ñîâîêóïíîñòè óäîâëåòâîðÿþò âñå çíà-

÷åíèÿ õ èç ïðîìåæóòêà 









 −−∞−
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  ; .

Ïðè 1 < a < 1 + 3 ñîâîêóïíîñòü îáåèõ ñèñòåì ðàâíîñèëüíà
ñîâîêóïíîñòè ñèñòåì:
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Ðåøåíèÿìè ïåðâîé ñèñòåìû ïîñëåäíåé ñîâîêóïíîñòè ÿâëÿþò-

ñÿ âñå çíà÷åíèÿ õ èç ïðîìåæóòêà 
( )











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2 a

aa

aaa
  ; , à âòîðàÿ

ñèñòåìà ðåøåíèé íå èìååò.

Ïðè à > 1+ 3  ïðåäûäóùàÿ ñîâîêóïíîñòü ñèñòåì ðàâíîñèëüíà
ñîâîêóïíîñòè ñèñòåì:
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Ðåøåíèÿìè ïåðâîé ñèñòåìû ïîñëåäíåé ñîâîêóïíîñòè ÿâëÿþò-

ñÿ âñå çíà÷åíèÿ õ èç ïðîìåæóòêà 



 −∞−

3
a

  ; , à ðåøåíèåì âòîðîé

ñèñòåìû � âñå çíà÷åíèÿ õ èç ïðîìåæóòêà 
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Îòâåò: ïðè 1 < a < 1 + 3  
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ïðè à = 1 + 3   
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ïðè à > 1 + 3   
( )
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U ;

ïðè à ≤ 1+ 3  ðåøåíèé íåò.

Ïðèìåð 20. (ÌÑÕÀ, 2004 ã.)
Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ óðàâ-

íåíèå 
( ) ( )

0
1

572 2

=
−

++++
x

xaxa
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Ðåøåíèå. Äàííîå óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, åñëè
óðàâíåíèå (à + 2)õ2 + (à + 7)õ + 5 = 0 èìååò îäíî ðåøåíèå,
îòëè÷íîå îò åäèíèöû.

1. Óðàâíåíèå (à + 2)õ2 + (à + 7)õ + 5 = 0 ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì,
÷òî âîçìîæíî ïðè à = �2. Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
ÿâëÿåòñÿ õ = �1, õ ≠ 1.

2. Óðàâíåíèå (à + 2)õ2 + (à + 7)õ + 5 = 0 ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíûì
è èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå õ ≠ 1, ÷òî âîçìîæíî ïðè âûïîë-
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3. Óðàâíåíèå (à + 2)õ2 + (à + 7)õ + 5 = 0 ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíûì
è èìååò äâà ðåøåíèÿ, îäíî èç êîòîðûõ ðàâíî åäèíèöå. Ýòîò ñëó-
÷àé âîçìîæåí ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé
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Îòâåò: �7; �2; 3.

Ïðèìåð 21. (ÌÃÒÓ, 2002 ã.)

Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà b óðàâíåíèå bsin x + 12 cos x = b2

íå èìååò ðåøåíèé?
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Ðåøåíèå. Èñïîëüçóÿ ìåòîä ââåäåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîãî óãëà,

ðàçäåëèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà 122 +b è ïîëó÷èì óðàâíåíèå

1212

12

12 2

2

22 +
=

+
+

+ b

b
x

b
x

b

b
cossin , ãäå 

122 +b

b
= cos x,

12

12
2 +b

= sin x. Òîãäà sin (x + ϕ) = 
122

2

+b

b
. Ýòî óðàâíåíèå íå

áóäåò èìåòü ðåøåíèé, åñëè 1
122

2

>
+b

b
 èëè

 
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2
242422

2

2

b

b
bbbbbb

b

b

Ïåðâîå íåðàâåíñòâî ñîâîêóïíîñòè ðåøåíèÿ íå èìååò, à âòî-
ðîå íåðàâåíñòâî äàåò ¦b¦ > 2.

Îòâåò: b ∈(� ∞; �2)U (2; +∞).

Ïðèìåð 22. (ÌÔÒÈ, 2004 ã.)
Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà íåðà-

âåíñòâ 






≤+−

≤−+

064

02
2

2

axx

axx ,
 èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Ðåøåíèå. Èñõîäíàÿ ñèñòåìà íåðàâåíñòâ ðàâíîñèëüíà ñëåäóþùåé:









≥−

≤+

a
xx

axx

6
4

2
2

2 ,
 (*). Ïîñòðîèì ãðàôèêè ôóíêöèé a = x2 + 2x = f (x) è

a = 
6

4 2xx−
= g(x).

Ýòè ãðàôèêè ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ ñ àáñöèññàìè 
7
8−  è 0,

f (x) ≥ �1 è g(x) ≤ 
3
2

ïðè x ∈ R.
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Ïðè a < �1 ïåðâîå íåðàâåíñòâî ñèñòåìû (*) íå èìååò ðåøåíèé,

à ïðè à 
3
2>  âòîðîå íåðàâåíñòâî ñèñòåìû (*) íå èìååò ðåøåíèé.

Ïðè êàæäîì çíà÷åíèè à = à0, ãäå à0 ≥  
 �1, ìíîæåñòâî Å1

ðåøåíèé ïåðâîãî íåðàâåíñòâà ñèñòåìû (*) ñîñòîèò èç àáñöèññ
òåõ òî÷åê ãðàôèêà ôóíêöèè a = f (x), êîòîðûå ëåæàò íèæå ïðÿ-
ìîé à = à0 è íà ýòîé ïðÿìîé.

Àíàëîãè÷íî, ïðè êàæäîì à = à0, ãäå à0 ≤ 
3
2

, ìíîæåñòâî Å2

ðåøåíèé âòîðîãî íåðàâåíñòâà ñèñòåìû (*) ñîñòîèò èç àáñöèññ
òåõ òî÷åê ãðàôèêà ôóíêöèè a = g(x), êîòîðûå ëåæàò âûøå ïðÿ-
ìîé à = à0 è íà ýòîé ïðÿìîé.

Åñëè à 



∈

3
2

0   ; , òî ìíîæåñòâà Å1 è Å2 � îòðåçêè (ïðè à0 = 
3
2

ìíîæåñòâî Å2 � òî÷êà õ = 2), íå èìåþùèå îáùèõ òî÷åê (Å1 è Å2

ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò òî÷êè õ = 0). Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà (*)
íå èìååò ðåøåíèé.

Åñëè à0 = 0, òî ìíîæåñòâà Å1 è Å2 èìåþò åäèíñòâåííóþ îáùóþ
òî÷êó õ = 0, ò. å. ïðè à = 0 ñèñòåìà (*) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Åñëè �1 < a < 0, òî ïåðåñå÷åíèå Å ìíîæåñòâ Å1 è Å2 � îòðåçîê.
Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà (*) èìååò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé
(êàæäàÿ òî÷êà õ ∈ Å � ðåøåíèå ñèñòåìû (*).
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Íàêîíåö, ïðè à = �1 ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå õ = �1.
Îòâåò: à = �1 è à = 0.

Ïðèìåð 23. (ÌÃÒÓ, 2003 ã.)
Ïðè êàæäîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà à óêàçàòü, äëÿ êàêèõ õ âû-

ïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî à2 � 9õ + 1 � 8�3õà > 0.
Ðåøåíèå. Åñëè à = 0, òî èñõîäíîå íåðàâåíñòâî èìååò âèä �9õ+1 > 0

è íå âûïîëíÿåòñÿ íè ïðè êàêèõ õ.
Ïóñòü à � íåêîòîðîå ôèêñèðîâàííîå, îòëè÷íîå îò íóëÿ ÷èñëî.

Îáîçíà÷èâ t = 3x, èñõîäíîå íåðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:
9t2 + 8at � a2 < 0 (*).

Íàéäåì êîðíè òðåõ÷ëåíà: t1, 2 = 
9

9164 22 aaa +±−
;

t1 = 
9

54 aa −−
, t2 = 

9

54 aa +−
.

Âèäíî, ÷òî ïðè âñåõ à ≠ 0 t1 < t2, è ðåøåíèÿìè íåðàâåíñòâà (*)
áóäóò t ∈ (t1, t2), ò. å. t1 < t < t2.

Ïðè a > 0 ⇒<<−⇒+−<<−−
aa

aaaa xx

9
1

3
9

54
3

9
54

x < log3 a � 2.

Ïðè a < 0

⇒−<⇒−<<⇒−−<<+−
aaa

aaaa xxx 33
9
1

9
54

3
9

54 x < log3 (�a).

Îòâåò: ïðè a < 0  x < log3 (�a);
ïðè à = 0 ðåøåíèé íåò;
ïðè a > 0  x < log3 a � 2.

Ïðèìåð 24. (ÌÃÒÓ, 2005 ã.)
Íàéòè êîëè÷åñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ õ3 � 3õ = à  â çàâèñèìî-

ñòè îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðà à.
Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f (x) = x3 � 3x.
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Íàéäåì åå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ, ïðîìåæóòêè ìîíîòîííîñòè,
òî÷êè ýêñòðåìóìà, ïðåäåëû â òî÷êàõ ðàçðûâà è íà áåñêîíå÷íîñòè
è èçîáðàçèì ýñêèç ãðàôèêà ôóíêöèè.

D(f)  = R; f’(x)  = 3x2 � 3 = 3(x2 � 1); f’(x)  = 0: x = ±1.
f(�1) = �1 + 3 = 2; f(1) = 1 �3 = �2.

−∞=−=
−∞→−∞→

)()( limlim xxxf
xx

33
;

+∞=−=
+∞→+∞→

)()( limlim xxxf
xx

33
.

Òåïåðü (ìûñëåííî) áóäåì ïðîâîäèòü ãîðèçîíòàëüíûå ïðÿìûå ó = à
è îòñëåæèâàòü êîëè÷åñòâî èõ ïåðåñå÷åíèé ñ ãðàôèêîì.

Îòâåò: ïðè à ( ) ( )∞+−−∞∈     ;; 22 U � 1 ðåøåíèå;

ïðè à ∈{±2} � 2 ðåøåíèÿ;
ïðè à ∈ (�2; 2) � 3 ðåøåíèÿ.

Ïðèìåð 25. (ÌÃÒÓ, 2004 ã.)

Íàéòè êîëè÷åñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ 26312 +=−+− axxx
â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðà à.
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Ðåøåíèå. Èçîáðàçèì ýñêèçíî ãðàôèê ëåâîé f(x) = 6312 −+− xx
è ïðàâîé g(x) = ax + 2 ÷àñòåé óðàâíåíèÿ, ïîñëå ÷åãî íàéäåì
êîëè÷åñòâî ïåðåñå÷åíèé â çàâèñèìîñòè îò à.

f(x) = 6312 −+− xx ;
D(f): [2; +∞); f(2) = 2;

f’(x)  = 
632

3

1

1

−
+

− xx
;  f’(x)  > 0 ïðè x > 2;

f'’(x) = ( ) ( ) 636322

33

112

1

−−⋅
⋅−

−−
−

xxxx
; f'’(x) < 0 ïðè x > 2.

Ïîÿñíèì ïîëó÷åííûé âûâîäû ñëîâåñíî: ãðàôèê ôóíêöèè f(x)
«íà÷èíàåòñÿ» â òî÷êå (2; 2), äàëåå âîçðàñòàåò â ñâîåé îáëàñòè
îïðåäåëåíèé, îáðàùåí âûïóêëîñòüþ ââåðõ.

Ãðàôèê ôóíêöèè g(x) = ax + 2 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñåìåéñòâî
ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó (0; 2) ñ ïåðåìåííûì â çàâèñè-
ìîñòè îò ïàðàìåòðà óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì (ñåìåéñòâî ïðÿ-
ìûõ, «âðàùàþùèõñÿ» âîêðóã òî÷êè (0; 2)).

«Ãðàíè÷íûõ» çíà÷åíèé à äâà: à = 0 è à = à0, ñîîòâåòñòâóþùèå
ñëó÷àÿì êàñàíèÿ.

Åñëè ìû íàéäåì à0, òî ñìîæåì äàòü îòâåò â çàäà÷å.
Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé:

ó = ( )0
00

00
632

3

1

1
6312 xx

xx
xx −













−
+

−
+−+− ;

ó = 
( ) ( )

632

3632

1

12

632

3

1

1

0

00

0

00

00 −

−−
+

−

−−
+













−
+

− x

xx

x

xx
x

xx
;

ó = 632

123

1

2

632

3

1

1

0

0

0

0

00 −

−
+

−

−
+













−
+

− x

x

x

x
x

xx
.

Êàñàòåëüíàÿ äîëæíà ñîâïàñòü ñ ïðÿìîé ó = àõ + 2, ò. å. õ0 äîëæíî

áûòü íàéäåíî èç óñëîâèÿ 632

123

1

2

0

0

0

0

−

−
+

−

−

x

x

x

x
= 2. Ïîäðîáíîå
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ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äîâîëüíî ñëîæ-
íóþ çàäà÷ó, îäíàêî íàñ âûðó÷èò îäíî îáñòîÿòåëüñòâî, î÷åâèäíîå
äëÿ âíèìàòåëüíûõ.

.

Åñëè ïðîàíàëèçèðîâàòü äàííûé âûøå ãðàôèê, òî ìîæíî çàìå-
òèòü, ÷òî òî÷êà êàñàíèÿ åäèíñòâåííà, ò. å. åñëè ìû êàêèì-òî ÷ó-
äîì óãàäàåì ýòó òî÷êó, òî ìû óçíàåì åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâ-

íåíèÿ 632

123

1

2

0

0

0

0

−

−
+

−

−

x

x

x

x
= 2.

Ìîæíî òàêæå ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíîé äîêàçàòü ìîíîòîí-

íîñòü ôóíêöèè t(x0)= 
632

123

1

2

0

0

0

0

−

−
+

−

−

x

x

x

x
, à çàòåì ñîñëàòüñÿ íà

ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Åñëè ôóíêöèÿ f(x) ìîíîòîííà íà ïðîìåæóòêå Õ, òî óðàâíåíèå
f(x) = Ñ  (Ñ ∈ R) èìååò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ íà Õ.
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Òåïåðü äåëî çà ìàëûì � óãàäàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

632

123

1

2

0

0

0

0

−

−
+

−

−

x

x

x

x
= 2. Ïîíàäååìñÿ íà òî, ÷òî àâòîðû çàäàíèÿ âûá-

ðàëè «õîðîøèé êîðåíü», ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå êâàäðàòíûå êîðíè
óðàâíåíèÿ èçâëåêàþòñÿ. Òîãäà äëÿ íà÷àëà ïðîâåðèì, íå ñîäåðæèòñÿ
ëè êîðåíü õ0 ñðåäè ÷èñåë, äàþùèõ ïîëíûå êâàäðàòû â ïîäêîðåí-
íîì âûðàæåíèè õ0 �1 = 4; 9; 16;� Óáåæäàåìñÿ, ÷òî ÷èñëî 5 � êîðåíü!

2
2
1

2
3

92

3

4

3

6152

1215

15

25 =+=+=
−

−+
−

−
.

Èòàê õ0 = 5. Âîçâðàùàåìñÿ ê óðàâíåíèþ êàñàòåëüíîé è íàõîäèì à0:

à0 = 1
2
1

2
1

6152

3

15

1 =+=
−

+
−

.

Ñìîòðèì íà ãðàôèê, ìûñëåííî âðàùàåì ïðÿìóþ âîêðóã
òî÷êè (0; 2), íà÷èíàÿ îò âåðòèêàëüíîãî ïîëîæåíèÿ, ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî ïðåäåëó à (�∞), è çàêàí÷èâàÿ äðóãèì âåðòèêàëü-
íûì ïîëîæåíèåì à (+∞).

Îòâåò: ïðè à ( ) ( )∞+−∞∈     ;; 10 U � íåò ðåøåíèé;

ïðè à∈{0; 1} � 1 ðåøåíèå;
ïðè à∈(0; 1) � 2 ðåøåíèÿ.

Ïðèìåð 27. (ÌÃÒÓ, 2004 ã.)
Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå

( ) 0312 =−+−+ axax  èìååò ðåøåíèÿ.
Ðåøåíèå.
I  ñ ï î ñ î á  (òåîðåìà Âèåòà).

Ïåðâûé øàã î÷åâèäåí: ââîäèì íîâóþ ïåðåìåííóþ t = x, t ≥0.
Èñõîäíîå óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèÿ â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà óðàâíå-
íèå t2 + 2(a � 1)t + 3 � a = 0 (1) èìååò õîòÿ áû îäíî íåîòðèöàòåëüíîå
ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíò ïðè t2 íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà,
ò. å. óðàâíåíèå (1) ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíûì ïðè ëþáîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà.

Ïðîùå îòâåòèòü íå íà ïîñòàâëåííûé â çàäà÷å âîïðîñ, à íà ïðî-
òèâîïîëîæíûé: «Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà à óðàâíåíèå (1)
íå èìååò íåîòðèöàòåëüíûõ êîðíåé (ò. å. ëèáî íå èìååò êîðíåé âî-
îáùå, ëèáî èìååò, íî âñå îíè îòðèöàòåëüíû)?» Åñëè çíàòü îòâåò
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íà òàêîé âîïðîñ, òî îòâåò íà âîïðîñ çàäà÷è ïîëó÷àåòñÿ âû÷èòàíè-
åì ïîëó÷åííîãî ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ïàðàìåòðà èç R.

Ïðè êàêèõ æå çíà÷åíèÿõ à óðàâíåíèå (1) íå èìååò íåîòðèöà-
òåëüíûõ êîðíåé?

1. D < 0 (êîðíåé íåò âîîáùå).

4
D

= (à � 1)2 � 3 + à = (à � 1)2 + (à � 1) � 2 < 0; (a � 1) ∈ (�2; 1);

a ∈ (�1; 2).
2. (D ≥ 0), t1 < 0, t2 < 0.
(Ïî÷åìó óñëîâèå D ≥ 0 ñòîèò â ñêîáêàõ? Ïîòîìó ÷òî ïðè D < 0

íåîòðèöàòåëüíûõ êîðíåé òîæå íåò!)
Çàìå÷àíèå. Êîðåíü 2-é êðàòíîñòè ïðè ïîñòàíîâêå óñëîâèÿ íà

çíàêè ìîæíî ñ÷èòàòü ïàðîé ñîâïàäàþùèõ êîðíåé.

( ) ( )31
03

012

0

0

21

21
  ;

,,
∈⇔





>−
<−

⇔




>⋅
<+

a
a

a

tt

tt
.

(Ñóììà îòðèöàòåëüíà, ïðîèçâåäåíèå ïîëîæèòåëüíî.)

( )
( ) ( )31

31

21
 

 

  
;

;

;
−∈⇔




∈

−∈
a

a

a
� íåò îòðèöàòåëüíûõ êîðíåé.

Òîãäà ïðè ( ] [ )∞+−−∞∈     ;; 31 Ua íåîòðèöàòåëüíûå êîðíè åñòü!

Îòâåò: ( ] [ )∞+−−∞∈     ;; 31 Ua .
II  ñ ï î ñ î á (òåîðåìû î ðàñïîëîæåíèè êîðíåé êâàäðàòíîãî

òðåõ÷ëåíà).
Íà÷àëî ðåøåíèÿ ïîâòîðÿåì: çàìåíà ïåðåìåííîé.

t2 + 2(a � 1)t + 3 � a = 0; t = x, t ≥ 0.
Ãðàôèêîì êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè ó = t2 + 2(a � 1)t + 3 � a

ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëà, âåòâè êîòîðîé íàïðàâëåíû ââåðõ.

Äëÿ ýòîé ôóíêöèè 
4
D

= (à � 1)2 � 3 + à = à2 � à � 2, t0 = 1 �a,

y(0) = 3 � a. Åñòü íåîòðèöàòåëüíûå êîðíè (âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû
ðàñïîëîæåíèÿ ïàðàáîë äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà êâàäðàòíîå óðàâíåíèå èìååò
õîòÿ áû îäèí êîðåíü, ñì. â ðàçäåëå V).

( ] [ )
( ]1

31

1

3

02

01

03

0

0

00

2
0 −∞−∈⇔








∞+−∞−∈
≤
≤

⇔








≥−−

≥−
≥−

⇔







≥
≥

≥
  

    

;

;;

,

,

,

,

,

,)(

a

a

a

a

aa

a

a

D

t

y

U

;
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y(0) ≤ 0;  3 � a ≤ 0; a ≥ 3.
Îáúåäèíÿÿ äâà ñëó÷àÿ, ïîëó÷èì ðàíåå ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò.
III  ñ ï î ñ î á (âûðàæàåì ïàðàìåòð è èññëåäóåì ôóíêöèþ; òàêîé

ñïîñîá õîðîø ïðè ëèíåéíîì âõîæäåíèè â çàäà÷ó ïàðàìåòðà).
Ñãðóïïèðóåì âûðàæåíèå (1) ïî äðóãîìó, âûäåëèâ à:

a(2t � 1) = �t2 + 2t � 3. Çàìåòèì, ÷òî t = �0,5 íå ÿâëÿåòñÿ ðåøå-
íèåì óðàâíåíèÿ íè ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ à.

Òîãäà ìîæíî, ðàçäåëèâ íà 2t � 1 îáå ÷àñòè ïîëó÷åííîãî óðàâíå-

íèÿ, âûðàçèòü ïàðàìåòð: a = 
t

tt

21
322

−
+−

. Äàëåå èññëåäóåì ôóíêöèþ

f(t) = 
t

tt

21
322

−
+−

; t ≥0, ñòðîèì ýñêèç ãðàôèêà ôóíêöèè y = f(t) è

îòñëåæèâàåì êîëè÷åñòâî ïåðåñå÷åíèé åãî ïðÿìîé ó = à â çàâèñèìî-
ñòè îò à.
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Df : (� ∞; �1] U  [3; +∞),

f ’(t)= 
( )( ) ( )

( ) ( )
( )( )
( )22

2

2

2

21

212

21

422

21

3222122

t

tt

t

tt

t

tttt

−
−+−=

−
++−=

−
+−+−−

.

Df = Df ’;  f
 ’(t) = 0; t = 2; (�1 ∈ Df).

f(0) = 3; f(2) = �1; +∞=
−→

)(lim
,

tf
t 050

; −∞=
+→

)(lim
,

tf
t 050

;

−∞=
−→

)(lim tf
xt

.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ îòâåòà íà âîïðîñ äàííîé çàäà÷è íàëè÷èå èëè
îòñóòñòâèå íàêëîííûõ àñèìïòîò, à òàêæå õàðàêòåð âûïóêëîñòè
íå èìåþò íèêàêîãî çíà÷åíèÿ.

Îòâåò: ( ] [ )∞+−−∞∈     ;; 31 Ua .

Ïðèìåð 28.  (ÌÃÒÓ, 2004 ã.)

Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà à ñèñòåìà 








=

+=

xy

a

x
y

4

1
3

2

,
 èìååò

îäíî ðåøåíèå?

Ðåøåíèå.
I  ñ ï î ñ î á  (àíàëèçèðóåì áåç äîïîëíèòåëüíûõ ïðåîáðàçîâà-

íèé äàííûå ôóíêöèè).

3

2

1
a

x
y += � ïàðàáîëà. Ïðè a < 0 âåòâè íàïðàâëåíû âíèç, ïðè

a > 0 � ââåðõ (ïðè à = 0 ñèñòåìà íå èìååò ñìûñëà).

xy 4= � âåòâü ïàðàáîëû. Ñäåëàåì ÷åðòåæ è íàéäåì óñëîâèå,

ïðè êîòîðîì òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ åäèíñòâåííàÿ.
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Àíàëèçèðóåì: ïðè a < 0 ðåøåíèå åäèíñòâåííîå âñåãäà; ïðè a > 0
ðåøåíèå åäèíñòâåííîå òîëüêî â ñëó÷àå êàñàíèÿ (â îòëè÷èå îò çàäà÷è
î íàõîæäåíèè ïðîñòî îáùåé êàñàòåëüíîé ê äâóì êðèâûì, çäåñü íå
òîëüêî äîëæíà áûòü îáùàÿ êàñàòåëüíàÿ, íî è òî÷êè êàñàíèÿ äîëæíû
ñîâïàäàòü!).

Çàïèñûâàåì óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê îáåèì êðèâûì â íåêî-
òîðîé òî÷êå ñ àáñöèññîé b.

3

2

1
a

x
y += ; 

3

2

a

x
y =' ; ( )bx

a

b

a

b
y −++=

33

2 2
1 ; 1

2
3

2

3
+−=

a

b
x

a

b
y .

xy 4= ; 
x

y
2=' ; ( )bx

b
by −+= 2

4 ; bx
b

y 2
2 += .

Óñëîâèå ñîâïàäåíèÿ êàñàòåëüíûõ:

( )
3
1

013
3221

22

3
34332

3

3

2

3

=⇒=−⇔






=

=
⇔







=+

=
⇔











=+−

=
aaa

aa

ba

abab

abb

b
a

b

ba

b

,,
,

.

Îòâåò: à ( )






∞−∈
3
1

0 U  ; .
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Çàìå÷àíèå. Òîò æå ñïîñîá ìîæíî ïðèìåíèòü, ïðåäâàðèòåëüíî

ïðîâåäÿ çàìåíó xt = ; t ≥ 0. Òîãäà ñèñòåìà ïðèíèìàåò âèä








=

+=

.

,

ty
a

t
y

4

1
3

4

Â ýòîì ñëó÷àå îäíî èç óðàâíåíèé ñèñòåìû çàäàåò ïðÿìóþ, è óðàâ-
íåíèå êàñàòåëüíîé íóæíî ïèñàòü íå äâà ðàçà, à îäèí.

II  ñ ï î ñ î á.
Ñäåëàåì óêàçàííóþ âûøå çàìåíó ïåðåìåííîé:









=

−=
⇔









=

+=

.

,,

ty

t
a

t

ty
a

t
y

4

14

4

1
3

4

3

4

  Êàæäîìó íåîòðèöàòåëüíîìó çíà÷åíèþ

t ñîîòâåòñòâóåò ðîâíî îäíî ðåøåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû (õ; ó).

Îòìåòèì, ÷òî t =
4
1

 íå äàåò ðåøåíèÿ ñèñòåìû. Âûðàçèì à3 : à3 = 
14

4

−t

t
.

Äàëåå èññëåäóåì ôóíêöèþ f(t) = 
14

4

−t

t
; t ≥0:

Df = [0; 0,25)U (0,25; ∞);

f’ (t)= 
( )
( )

( )
( )2

3

2

43

14

134

14

4144

−
−=

−
−−

t

tt

t

ttt
;

Df’  = Df;  f’(t)  = 0; t = 
3
1
; t = 0.   f(0)  = 0; 

27
1

1
3
4

81

1
3
1 =







−







=






f .

−∞=
−→

)(lim tf
t 0

4
1

;

 

+∞=
+→

)(lim tf
t 0

4
1

;

 

+∞=
+∞→

)(lim tf
t

.
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Îòâåò: à ( )






∞−∈
3
1

0 U  ; .

Ïðèìåð 29. (ÌÃÒÓ, 2004 ã.)

Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà à íåðàâåíñòâî ≥
+−
+−
139

126
2

2

xx

xx
 a

âåðíî ïðè âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ õ?
Ðåøåíèå.
I   ñ ï î ñ î á  (äîñòàòî÷íî àêêóðàòíî ïðèìåíèòü íàâûêè ðåøå-

íèÿ çàäà÷ ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó).
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Ïóñòü f(x) = 
139

126
2

2

+−
+−

xx

xx .

Df : 9x2 � 3x + 1 ≠ 0;  D = 9 � 4�9 < 0; Df = R.
Èññëåäóåì ôóíêöèþ f(x) íà ìîíîòîííîñòü ñ ìîìîùüþ ïðî-

èçâîäíîé, íàéäåì ïðåäåëû íà áåñêîíå÷íîñòè è çíà÷åíèÿ â òî÷-
êàõ ýêñòðåìóìà.

×òîáû çàäà÷à èìåëà ðåøåíèå, íóæíî, ÷òîáû ìíîæåñòâî çíà÷å-
íèé f(x) ÿâëÿëîñü îãðàíè÷åííûì ñíèçó. Ïóñòü òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü
Ef � ÷èñëî à0. Òîãäà ðåøåíèåì çàäà÷è áóäåò ïðîìåæóòîê (� ∞; à0].
Íàéäåì Ef.:

f’(x)  = 
( )( ) ( )( )

( )
( )

( )2222

22

139

16

139

126318139212

+−

−−=
+−

+−−−+−−

xx

x

xx

xxxxxx
.

Êðèòè÷åñêèå òî÷êè: 6õ � 1 = 0, õ = 
6
1

.

f 9
10

6
1 =







; ∞→x
lim

139

126
2

2

+−
+−

xx

xx
= 

3
2

9
6 = ; Ef : 





9
10

3
2

; .

Îòâåò: íåðàâåíñòâî âåðíî äëÿ âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ õ ïðè

à 



 ∞−∈

3
2

  ; .

II  ñ ï î ñ î á  (ðàññóæäåíèÿ òå æå, íî äëÿ íàõîæäåíèÿ Ef  ìîæíî
íå ïðèáåãàòü ê ïîíÿòèþ ïðîèçâîäíîé: îãðàíè÷èìñÿ ýëåìåíòàð-
íûìè ñðåäñòâàìè).

f(x) = 
( )

139

1
3
1

3
2

139
3
1

3
2

139

139

126
22

2

2

2

+−
⋅+=

+−

+⋅+−
=

+−
+−

xxxx

xx

xx

xx .
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Ðàññìîòðèì

g(x) = 
4
3

6
1

91
36
9

36
1

6
1

29139
2

22 +




 −=+−





 +⋅⋅−=+− xxxxx

 (èëè íàéäåì êîîðäèíàòó âåðøèíû ïàðàáîëû ó = g(x)).

Eg : 




 ∞  ;
4
3

; E
g
1  : 





3
4

0   ; ; E
g
1

3
1 ⋅  = 





9
4

0   ; ;

Ef = E
g
1

3
1

3
2 ⋅+  : 





9
10

3
2

  ; .

Î÷åâèäíî, ÷òî è ýòîò ñïîñîá ðåøåíèÿ ïðèâîäèò ê óæå ïîëó-
÷åííîìó îòâåòó.

Îòâåò: íåðàâåíñòâî âåðíî äëÿ âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ õ ïðè

à 



 ∞−∈

3
2

; .

III  ñ ï î ñ î á (ìåòîäû 8�9 êëàññîâ).
Çàìåòèì, ÷òî çíàìåíàòåëü äðîáè âñåãäà ïîëîæèòåëåí. Äîìíî-

æèì íà íåãî îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èâ ðàâíîñèëüíîå íåðà-
âåíñòâî, è ïåðåôîðìóëèðóåì çàäà÷ó (ëîãè÷åñêèé ìîìåíò!).

≥
+−
+−
139

126
2

2

xx

xx a; 6õ2 � 2õ + 1 ≥  à(9õ2 � 3õ + 1);

õ2(9à � 6) + õ(2 � 3à) + à � 1 ≤ 0.
Ïîñòàâèì âîïðîñ: «Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà à âûïîëíÿåò-

ñÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî äëÿ âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ õ?». Îïðåäåëÿåì

òèï íåðàâåíñòâà: ïðè à =
3
2

 � ëèíåéíîå; ïðè à ≠  
3
2

� êâàäðàòè÷íîå.

1. à = 
3
2

: 0�õ2 + 0�õ � 
3
1

≤ 0 � âåðíî.

2. à ≠ 
3
2

: íåðàâåíñòâî êâàäðàòè÷íîå; ãðàôèêîì ôóíêöèè

h(x) = õ2(9à � 6) + õ(2 � 3à) + à � 1 ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëà. ×òîáû âñÿ
ïàðàáîëà íàõîäèëàñü â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè (âêëþ÷àÿ, áûòü
ìîæåò, ãðàíèöó), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âåòâè ïàðà-
áîëû áûëè íàïðàâëåíû âíèç, ò. å. êîýôôèöèåíò ïðè õ2 áûë îòðè-
öàòåëüíûì, à êîëè÷åñòâî êîðíåé íå ïðåâûøàëî 1, ò. å. D ≤ 0.
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( ) ( )( )





≤−−+−=

<−

;

,

0961432

069
2 aaaD

a

 
( )( )





≤−+−−

<

;

,

012123232
3
2

aaa

a










≥




 −





 −

<−

;

,

0
9
10

3
2

0
3
2

aa

a

 









≤

<

;

,

9
10
3
2

a

a

 à < 
3
2

.

Ñîâîêóïíîñòü ïåðâîãî è âòîðîãî ñëó÷àåâ äàåò îòâåò.

Îòâåò: íåðàâåíñòâî âåðíî äëÿ âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ õ ïðè

à 



 ∞−∈

3
2

  ; .
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Âíèìàòåëüíûé ÷èòàòåëü óæå îáðàòèë âíèìàíèå íà òî, ÷òî çà-
äà÷è ñ ïàðàìåòðàìè, îñîáåííî çàäà÷è íåñòàíäàðòíûå, ìîãóò äî-
ïóñêàòü áîëåå äåñÿòêà ñïîñîáîâ ðåøåíèé. Îäíîìó áîëüøå íðàâÿò-
ñÿ ñïîñîáû àíàëèòè÷åñêèå, äðóãîãî áîëüøå ïðèâëåêàþò çàäà÷è,
ðåøàåìûå ïðè ïîìîùè ãðàôè÷åñêèõ ïîñòðîåíèé. Â çàêëþ÷åíèå
àâòîðû ïðåäëàãàþò çàäà÷ó, ðåøåííóþ íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè.

Ïðèìåð. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à, ïðè êîòîðûõ íåðàâåí-
ñòâî 3 � ¦õ � à¦ > õ2 èìååò õîòÿ áû îäíî îòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå.

Ðåøåíèå. I  ñ ï î ñ î á.
Èñõîäíîå íåðàâåíñòâî ïðåîáðàçóåì ê âèäó 3 � õ2 > ¦õ � à¦ (1)

è ââåäåì ôóíêöèè f(x) = 3 � õ2 è g(x) = ¦õ � à¦. Ãðàôèê ôóíêöèè
f(x) = 3 � õ2 åñòü ïàðàáîëà ñ âåðøèíîé â òî÷êå (0; 3), à ãðàôèêîì
ôóíêöèè g(x) = ¦õ � à¦ ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûå, îáðàçóþùèå ìåæäó
ñîáîé ïðÿìîé óãîë ñ âåðøèíîé â òî÷êå (à; 0) ñ áèññåêòðèñîé,
ïàðàëëåëüíîé îñè îðäèíàò.

Ãðàôèê ôóíêöèè g(x) ìîæåò êàñàòüñÿ ïàðàáîëû f(x) ñâîåé
ïðàâîé âåòâüþ, ìîæåò ïåðåñåêàòü ýòîò ãðàôèê è ìîæåò, íàêî-
íåö, ñâîåé ëåâîé âåòâüþ ïðîéòè ÷åðåç âåðøèíó ïàðàáîëû (0; 3).

Â ïåðâîì ñëó÷àå ïðÿìàÿ ó = õ � à ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé ê ïàðàáîëå.
Ïîñêîëüêó óãëîâîé êîýôôèöèåíò êàñàòåëüíîé ðàâåí åäèíèöå, àá-

ñöèññà òî÷êè êàñàíèÿ íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ �2õ0 = 1, õ0 = � 
2
1

,

ó0 = 3 � 
4
3

2
4
1 = . Ïîäñòàâëÿÿ õ0 è ó0 â ðàâåíñòâî ó = õ � à, íàõîäèì

à = �3,25.
Ãðàôèê ôóíêöèè g(x) = ¦õ � à¦ áóäåò ïåðåñåêàòü ïàðàáîëó, åñëè

à > �3,25, è íåðàâåíñòâî áóäåò èìåòü îòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå, åñëè
à < à0, ãäå à0 � îðäèíàòà òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé ó = �õ + à,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó (0; 3), ñ îñüþ Îó. Î÷åâèäíî, ÷òî à0 = 3.
Èòàê, èñõîäíîå íåðàâåíñòâî áóäåò èìåòü õîòÿ áû îäíî îòðèöàòåëü-
íîå ðåøåíèå ïðè �3,25 < a < 3.
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II  ñ ï î ñ î á. Èñõîäíîå íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó
¦õ � à¦ < 3 � x2, îòêóäà x2 � 3 < x � a < 3 � x2,
x2 + x � 3 < a < � x2 + x + 3.

Â ñèñòåìå êîîðäèíàò (õÎà) ñòðîèì ãðàôèêè ïàðàáîë à = x2  + x � 3
è à = �x2 + x + 3.

Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî äàííîå íåðàâåíñòâî áóäåò èìåòü õîòÿ
áû îäíî îòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå ïðè �3,25 < a < 3.

III  ñ ï î ñ î á. Íåðàâåíñòâî ¦õ � à¦ < 3 � x2 ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå

íåðàâåíñòâ 
2

2

3 0,

3 0.





x - x+ a - <

x + x - a – <
  Î÷åâèäíî, ÷òî ñèñòåìà èìååò ðå-

øåíèÿ ïðè ñóùåñòâîâàíèè êîðíåé òðåõ÷ëåíîâ, ñòîÿùèõ â ëåâûõ
÷àñòÿõ íåðàâåíñòâ. Äëÿ ýòîãî äèñêðèìèíàíòû òðåõ÷ëåíîâ äîëæíû

áûòü ïîëîæèòåëüíû: 
13 - 4 > 0,

13 + 4 > 0.





a

a
  îòêóäà �3,25 < a < 3,25.

Äàëåå ìåíüøèé êîðåíü òðåõ÷ëåíà õ2 � õ + à � 3 äîëæåí áûòü
ìåíüøå íóëÿ (ýòîò êîðåíü ìåíüøå áîëüøåãî êîðíÿ òðåõ÷ëåíà

õ2 + õ �à � 3, â ÷åì íå òðóäíî óáåäèòüñÿ: 
2

4131
2

4131 aa −+−<−−
;

2 < aa 413413 ++− ; 4 < 26 + 2 216169 a− , ÷òî î÷åâèäíî ïðè
�3,25 < a < 3,25).

Òàê êàê ñóììà êîðíåé òðåõ÷ëåíà õ2 � õ + à �3 ðàâíà åäèíèöå, òî
a � 3 < 0, a < 3 è ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî �3,25 < a < 3,25, ïîëó÷àåì ðåçóëüòàò.

Îòâåò: à ∈ (�3,25; 3).

,
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