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1. ВВЕДЕНИЕ В МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ 
 

1.1. Понятие функции 

Пусть даны два непустых числовых множества X  и Y . Закон f , кото-

рый каждому элементу Xx∈  ставит в соответствие один и только один эле-

мент Yy∈ , называется числовой функцией, определенной на множестве X  

и обозначается ( )xfy = . Множество X  называется областью определения 

функции. Обозначается ( )yD  или ( )fD . Множество Y  называется множе-

ством значений функции. Обозначается ( )yE  или ( )fE . 

Величина x  называется аргументом или независимой переменной, а 

y  – функцией или зависимой переменной.  

Частное значение функции ( )xf  при x a= ; a X∈  записывают ( )af . На-

пример, если ( ) 922 +−= xxxf , то ( ) 992222 2 =+⋅−=f .  

Графиком функции ( )xfy =  называют множество точек плоскости 

Oxy  с координатами ( )( )xf;x .  

 

1.2. Сложная функция 

Пусть функция ( )zfy =  есть функция от переменной z, определенной 

на множестве Z с областью значений Y, а переменная z, в свою очередь, 

является функцией ( )xgz =  от переменной x, определенной на множестве X, 

причем Xx∈∀  соответствующее значение ( ) Zxg ∈ , тогда функция 

( )[ ] ( )xfxgfу 1== , заданная на множестве X, называется сложной функцией 

х или суперпозицией (наложением) функций f и g. В такой функции x – 

независимая переменная, а  z – промежуточный аргумент. Еще часто f 

называют внешней функцией, а z – внутренней. 

Другими словами, функция называется сложной, если она является 

функцией от функции. Например, ( )1+= xsiny . Эта функция – сложная. 



5

5 
 

Внутренняя функция z здесь равна 1+x , а внешняя функция f – это синус. То 

есть 1+= xz , zsinf = . 

Чтобы найти значение сложной функции сначала подставляют задан-

ное значение 0x  во внутреннюю функцию и находят ее значение ( )00 xgz = , 

а затем уже вычисляют соответствующее значение функции ( )00 zfy = . 

Из определения сложной функции следует, что областью определения 

сложной функции ( )[ ]xgfу =  является либо вся область определения 

функции  ( )xgz = , либо та ее часть, в которой определены значения z, не 

выходящие из области определения ( )zf .  

Примеры.  

1. Функция zsiny =  определена на всей числовой оси, функция 3xz =  

также определена на всей числовой оси. Суперпозиция этих функций 
3xsiny =  является сложной функцией х, определенной на всей числовой оси. 

2. Из функций zarccosy =  и 25 xz +=  нельзя образовывать сложную 

функцию, так как функция zarccosy =  определена для [ ]11;z −∈ , а функция 

15 2 >+= xz , то есть ее значения не принадлежит этому отрезку. 

3. Пусть даны функции ( ) 12 +== xxgz , ( ) zzfy == . Тогда сложная 

функция ( )( ) 12 +== xxgfy .  

4. Сложную функцию ( ) xsinlogxf 2=  представим в виде цепочки 

элементарных функций: будем последовательно выполнять операции, кото-

рые заданы в формуле: ( ) xsinxgz == , ( ) zlogzft 2== , ( ) tty ==ϕ . Сле-

довательно, заданная в условии задачи функция является суперпозицией трех 

функций: ( )( )[ ]xgfy ϕ= . 

5. Даны функции 1+= zy , 4tz = , usint = , xu 2= . Запишем сложную 

функцию ( )xfy = , подставляя последовательно функции одну в дру-

гую: 124 += xsiny . 

1. ВВЕДЕНИЕ В МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ
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Рис. 1 

1.3. Обратная функция 

Пусть функция ( )xfy = , определенная на множестве Х, такова, что 

любым двум различным значениям аргумента х ставит в соответствие раз-

личные значения у, то есть, если 21 xx ≠ , то ( ) ( ) 2211 yxfxfy =≠= . Эта 

функция устанавливает взаимно однозначное соответствие между обла-

стью своего определения  Х  и областью изменения Y. 

Пусть на множестве X  функция ( )xfy =  с областью значений Y  ус-

танавливает взаимно однозначное соответствие между множествами X и Y. 

Тогда каждому значению Yy∈  соответствует единственное значение Xx∈ , 

то есть множестве Y  определена функция ( )yx ϕ=  с областью значений X . 

Такая функция называется обратной к ( )xf  и обозначается 

( ) ( )yfyx 1−==ϕ .  

Функции ( )xfy =  и ( )yfx 1−=  называются взаимно обратными. Для 

взаимно обратных функций выполняется условие ( )( ) ( )( ) xxffxff == −− 11 . 

Графики взаимообратных функций симметричны относительно биссектрисы 

первого и третьего координатных углов, то  есть от-

носительно прямой xy =  (рис. 1).                            

Для того чтобы найти функцию ( )yfx = , об-

ратную функции ( )xfy =  необходимо решить урав-

нение ( )yfx = , если это возможно, и в полученном 

выражении 1( )x f y−=  букву х заменить буквой у, букву у – буквой х. 

 Пример 1. Имеют ли функции ( ) ( )7350 += x,xf  и ( ) 12 += xxg  об-

ратные? Если да, то найдите их. 

Решение. Выразим х из формулы ( )7350 += x,y : 
3

72 −
=

yx . Обозначив 

аргумент через х, а функцию через у, получим 
3

72 −
=

xy , то есть функция 

( )
3

721 −
=− xxf  является обратной к функции ( ) ( )7350 += x,xf . 
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Функция ( ) 12 += xxg  не имеет обратной, так как она не устанавливает 

взаимно однозначное соответствие. Действительно, ( ) ( ) 211 ==− gg . 

 Пример 2. Являются ли функции ( ) 2xxf =  и ( ) xxg =  взаимно об-

ратными? 

Решение. Нет, так как ( )( ) xxxxfg ≠== 2 . Однако, если данные 

функции рассматривать только при 0≥x , то есть считать ( ) [ )∞+= ;fD 0 , то 

эти функции становятся взаимно обратными. 

 

1.4. Основные характеристики функции  

Изучить функцию – это значит охарактеризовать ход ее изменения (как 

говорят «ее поведение») при изменении независимой переменной. 

Для характеристики поведения функции используют следующие ее 

свойства. 

А. Монотонно возрастающие и убывающие функции 

Функция ( )xfy =  называется мо-

нотонно возрастающей на множестве 

( )fDX ⊂ , если для любой пары точек 1x , 

Xx ∈2  из условия 21 xx <  следует, что 

( ) ( )21 xfxf < , то есть большему значению 

аргумента соответствует большее значе-

ние функции (рис. 2).  

Функция ( )xfy =  называется мо-

нотонно убывающей на множестве  

( )fDX ⊂ , если для любой пары точек 1x , 

Xx ∈2  из условия 21 xx <  следует, что 

( ) ( )21 xfxf > , то есть большему значению 

аргумента соответствует меньшее значе-

ние функции (рис. 3). 

Рис. 2 

Рис. 3 

1. ВВЕДЕНИЕ В МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ
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Монотонно возрастающие и монотонно убывающие функции называют 

монотонными. 

Монотонные функции обладают следующими свойствами: 

1) сумма двух монотонно возрастающих (монотонно убывающих) 

функций является монотонно возрастающей (монотонно убывающей) функ-

цией; 

2) произведение двух положительных монотонно возрастающих (моно-

тонно убывающих) функций является монотонно возрастающей (монотонно 

убывающей) функцией; 

3) если функция ( )xfy =  монотонно возрастающая (монотонно убы-

вающая), то функция ( )xfy −=  монотонно убывающая (монотонно возрас-

тающая);  

4) если положительная функция ( )xfy =  является монотонно возрас-

тающей (монотонно убывающей), то функция ( )xf
y 1
=  является монотонно 

убывающей (монотонно возрастающей);  

5) если функция ( )xfy =  монотонная, то она имеет обратную функ-

цию. 

Б. Четные и нечетные функции 

Говорят, что множество Х симметрично относительно начала коор-

динат, если для любой точки Xx∈  существует противоположная точка 

Xx∈− . 

Функция  )(xfy =   называется четной, если выполняются два усло-

вия: а) область определения функции симметрична относительно начала ко-

ординат; б) для любого x  из области определения справедливо равенство  

)()( xfxf =− . 

Функция )(xfy =  называется нечетной, если выполняются два усло-

вия: а) область определения функции симметрична относительно начала ко-

ординат; б) для любого x  из области определения справедливо равенство  
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)()( xfxf −=− .  

Функция, не являющаяся четной или нечетной, называется функцией 

общего вида. 

Из определения четной и нечетной функции следует, что график чет-

ной функции симметричен относительно оси Oy , а график нечетной функции 

симметричен относительно начала координат (рис. 4, 5). 

Четные и нечетные функции обладают следующими свойствами: 

1) сумма двух четных (нечетных) функций есть функция четная (нечет-

ная); 

2) произведение двух четных (нечетных) функций есть функция четная; 

произведение четной и нечетной функций есть функция нечетная; 

3) если нечетная функция ( )xf  определена в нуле, то ( ) 00 =f ; 

4) всякая функция, определенная на множестве Х, симметричном отно-

сительно начала координат, может быть представлена в виде суммы двух 

функций, определенных на Х, причем одна из этих функций является четной, 

а другая – нечетной. 

 Пример 3. Исследуйте функции на четность и нечетность.  

1. ( ) xsinxxf −= 3 .       2. ( ) tgxxxf 5= . 3. ( )
1

2 3

−
=

x
xxf . 

Решение. 1. ( ) ( ) ( ) ( )xsinxxsinxxsinxxf −−=+−=−−−=− 333 . Так 

как ( ) ( )xfxf −=− , то функция ( ) xsinxxf −= 3  является нечетной. 

Рис. 4 Рис. 5 

1. ВВЕДЕНИЕ В МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ
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Отметим также, что данная функция ( )xf  представляет собой сумму 

двух нечетных функций ( ) 3
1 xxf =  и ( ) xsinxf −=2 , а, значит, и их сумма тоже 

будет нечетной функцией.  

2. ( ) ( ) ( ) ( ) tgxxtgxxxtgxxf 555 =−−=−−=− . Так как ( ) ( )xfxf =− , то 

функция ( ) tgxxxf 5=  является четной. 

Можно было рассуждать и иначе: функции ( ) 5
1 xxf =  и ( ) tgxxf =2  − не-

четные, а, значит, их произведение является четной функцией.  

3. Функция ( )
1

2 3

−
=

x
xxf  является функцией общего вида, так как ее 

область определения не является симметричной относительно начала 

координат: ( ) { }1\RfD = . 

В. Ограниченность  

Функция ( )xfy =  называется ограниченной сверху на множестве 

( )fDX ⊂ , если существует такое число М, что значение функции в любой 

точке X  не превосходит этого числа, то есть для любого Xx∈  выполняется 

неравенство ( ) Mxf ≤ . 

Функция ( )xfy =  называется ограниченной снизу на множестве 

( )fDX ⊂ , если существует такое число m, что значение функции в любой 

точке X  не меньше этого числа, то есть для любого Xx∈  выполняется не-

равенство ( ) mxf ≥ . 

Ограниченная сверху и снизу на множестве Х функция называется ог-

раниченной на этом множестве. Другими словами, если функция ( )xf  огра-

ничена на множестве Х, то существуют такие числа m и М, что ( ) Mxfm ≤≤  

для всех Xx∈ .  

Г. Точки экстремума  

Точка ( )fDx ∈0  называется точкой максимума функции ( )xfy = , ес-

ли существует окрестность этой точки такая, что для всех точек 0xx ≠  из 

этой окрестности выполняется неравенство ( ) ( )0xfxf < . 
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Точка ( )fDx ∈0  называется точкой минимума функции ( )xfy = , ес-

ли существует окрестность этой точки такая, что для всех точек 0xx ≠  из 

этой окрестности выполняется неравенство ( ) ( )0xfxf > . 

Точки максимума и минимума называют точками экстремума функ-

ции. 

Заметим, что функция в области своего определения может иметь не-

сколько точек максимума или минимума. 

Д. Набольшее и наименьшее значения  

Будем говорить, что в точке ( )fDXx ⊂∈0  функция ( )xfy =  принима-

ет наибольшее значение на множестве Х, если для всех точек Xx∈  справед-

ливо неравенство ( ) ( )0xfxf ≤ . 

Будем говорить, что в точке ( )fDXx ⊂∈0  функция ( )xfy =  прини-

мает наименьшее значение на множестве Х, если для всех точек Xx∈  спра-

ведливо неравенство ( ) ( )0xfxf ≥ . 

Если множество Х представляет собой отрезок [a; b], то наибольшее и 

наименьшее значения функция принимает либо в точке экстремума, либо на 

конце отрезка. 

Е. Периодичность 

Функция ( )xf , определенная на множестве X , называется периодиче-

ской, если на этом множестве существует такое число DT ∈ , что Dx∈∀  вы-

полняется равенство ( ) ( )Txfxf += . Число T  называется периодом функции 

( )xf . Если T  – период функции, то периодом функции будут также являться 

числа Tk ⋅ (k = ±1, ±2, ...).  

Наименьший положительный период, если он существует, называется 

основным периодом. 

Если Т – основной период функции ( )xfy = , то число w
T  является 

основным периодом функции ( ).xwfy ⋅=  

1. ВВЕДЕНИЕ В МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ
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Если 1T  и 2T  основные периоды функций ( )xf1  и ( )xf2  ( 1T  и 2T  целые 

числа), то наименьшее общее кратное чисел 1T  и 2T  является периодом (не 

обязательно основным) функции ( ) ( )xfxf 21 + . 

График периодической функции с основным периодом Т достаточно 

построить на любом отрезке длины Т, а затем сдвигать эту кривую вправо и 

влево на отрезки Т, 2T, .... 

Примеры.  

1) xsiny = , xcosy =  − периодические с основным периодом π2=T ; 

2) xtgy = , xсtgy =  − периодические с основным периодом π=T ; 

3) дробная часть числа: { } [ ]xxxy −== – периодическая функция, где 

[x] – целая часть числа, 1=T . 

 Пример 4.  Найти основные периоды следующих функций.  

1. ( ) ( )2xsinxcosxf += .      2. ( ) xcosxf 6= .      3. ( ) xtgxsinxf 46 += . 

Решение. 1. Имеем xcosxsinxsinxcosy ⋅++= 222  или  xsiny 21+= – 

периодическая функция. Так как период функции xsiny =  есть π2 , то пери-

од функции xsiny 2=  есть ππ =22 / . Следовательно, периодом функции 

xsiny 21+=  также будет являться число π, так как сдвиг на единицу вверх 

графика функции не меняет ее периодичность.  

2. Поскольку основной период функции xcos  есть π2 , то для функции 

( ) xcosxf 6=  он равен 
6

2π  или 
3
π . 

3. Здесь первая функция − периодическая с периодом 
36

2 ππ
= , а вторая 

с периодом 
4
π . Очевидно, что основной период данной функции есть 

наименьшее общее кратное чисел 
3
π  и 

4
π , то есть π .  
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Ж. Нули функции  

Нуль функции – такое значение аргумента, при котором значение 

функции равно нулю: ( ) 00 =xf . 

 

З. Промежутки знакопостоянства функции  

Промежутки знакопостоянства функции – такие множества значений 

аргумента, на которых значения функции только положительны или только 

отрицательны. 

 

1.5. Основные элементарные функции 

Основными элементарными функциями называются следующие функ-

ции: 

• степенная функция  αxy = , где  R∈α ; 

• показательная функция xay = ,  где  0>a   и  1≠a ; 

• логарифмическая функция  xlogy a= ,  где  0>a   и  1≠a ; 

• тригонометрические функции: xsiny = , xcosy = , xtgy = ,  

xctgy = ; 

• обратные тригонометрические функции: xarcsiny = , xarccosy = ,  

xarctgy = ,  xarcctgy = . 

 

Степенная функция 

 

1. ВВЕДЕНИЕ В МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ
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Показательная функция 
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Логарифмическая функция 

 
 

Тригонометрические функции 

 
 

 

1. ВВЕДЕНИЕ В МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ
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Обратные тригонометрические функции 

 

 
 

 Пример 5. Найти область определения функций. 

1. ( )
14
3
−
−

=
x

xxf .     

2. ( ) ( )
1

1
−
+

=
x

xlnxf . 

3. ( )
2

13321 −
+−=

xarcsinxxf .  

4. ( ) ( )32 −−= xlgxxf . 

5. ( ) ( ) 8296 22

2
1 −−+++= xxxxlogxf . 

Решение. 1. Функция ( )
14
3
−
−

=
x

xxf  определена, если 014 ≠−x , то есть, 

если 
4
1

≠x . Таким образом, ( ) 





 ∞+∪






 ∞−= ,,fD

4
1

4
1  или ( )







=

4
1\RfD .  

2. Функция ( )xf  определена, если 01≠−x  и 01 >+ x , то есть, если 

1≠x  и 1−>x . Откуда ( ) ( ) ( )∞+∪−= 111;fD . 
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3. Данная функция представляет собой сумму двух функций. Первая 

имеет смысл при 021 ≥− x , а вторая – при выполнении двойного неравенства 

1
2

131 ≤
−

≤−
x , равносильное системе неравенств 










−≥
−

≤
−

.x

;x

1
2

13

1
2

13

   

Значит, область определения данной функции есть множество пере-

менных x, удовлетворяющих системе:  














−≥
−

≤
−

≥−

.x

;x
;x

1
2

13

1
2

13
021

 

Преобразуем первое неравенство системы: 021 ≥− x  ⇔ 12 ≤x  или 

21 /x ≤ . 

Преобразуем второе неравенство: 1
2

13
≤

−x  ⇔ 213 ≤−x  или 1≤x . 

Преобразуем третье неравенство: 1
2

13
−≥

−x  ⇔ 213 −≥−x  или 
3
1

−≥x .  

Наносим на числовую ось полученные промежутки (рис. 6), откуда не-

сложно заметить, что областью определения функции будет являться отрезок 





−

2
1

3
1 ; . 

 
Рис 6.  

4. Область определения функции найдем из системы неравенств 





>−
≥

032
0

x
x

, отсюда 
2
3

>x , или 





 ∞∈ ;x

2
3 .  

1. ВВЕДЕНИЕ В МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ
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5. Область определения заданной функции состоит из тех значений x , 

при которых оба слагаемых принимают действительные значения. Для этого 

должны выполняться два условия:  
2

2

6 9 0,
2 8 0.

x x
x x

 + + >


− − ≥
 

Решим данную систему: 

( )
( )( )

23 0,

2 4 0;

x

x x

 + >


+ − ≥
  

3,
2,

4.

x
x
x

≠ −
 ≤ −
 ≥

 

Итак, ( ) ( ) ( ] [ )∞+∪−−∪−∞−= ;;;yD 4233 . 

 

 Пример 6. Найти множество значений функции. 

1. ( ) 562 +−= xxxf .   2. ( ) 142 ++= xxxf .  3. ( ) xsinxf 54 += . 

Решение. 1. Выделим полный квадрат, получим  

( ) ( ) 43496 22 −−=−+−= xxxxf . 

Первое слагаемое является неотрицательным, а потому функция при-

нимает значение не меньше 4− . Следовательно, множеством значений 

функции является промежуток  [ )∞+− ;4 . 

2. Графиком функции 2( ) 4 1f x x x= + +  является парабола, ветви кото-

рой направлены вверх. Найдем координаты вершины параболы: 

0
4 2

2 2
bx
a

= − = − = − , ( ) ( )2
0 0( ) 2 4 2 1 3y f x= = − + ⋅ − + = − . Поэтому множество 

значений функции [ )( ) 3;E f = − +∞ . 

3. Известно, что 1≤xsin , что равносильно двойному неравенству 

11 ≤≤− xsin . Умножим это неравенство на 5 и прибавим ко всем его частям 

4, имеем  

555 ≤≤− xsin ; 9541 ≤+≤− xsin . 

Следовательно, множеством значений функции является промежуток [ ]91;− . 
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 Задачи для работы в аудитории 

1. Найти область определения следующих функций. 

1.1.  xy 510 −= .    1.2. 
2

1
+

=
x

y .  

1.3. ( )322 ++= xxlgy .    1.4. 
3

1
−

=
x

y .  

1.5. 
523

1
2 −−

=
xx

y .    1.6. 
4
21 xarccosy −

= . 

1.7. 
4
xarcsiny = .          1.8. ( )2−= xarcsiny .  

1.9. ( )104 −= xlogy .    1.10. xarccosy 2= . 

1.11. ( )25102 +−= xxlny .   1.12. ( )xxlny 65 2 += . 

1.13. ( )
2

433 +
=

xarccosxf .   1.14. 
443

1
2 −−

=
xx

y . 

1.15. 
xx

xy
4
9

3 −
+

= .       1.16. 2514 xxy −−= . 

1.17. ( )xlogy 473 −= .    1.18. ( )2
2 412 xxlogy −+= .     

1.19. 
5

1 xarcsiny −
= .    1.20. ( )252 xxlny −= . 

2. Найти область определения следующих функций. 

2.1. 
1

12
2 −

+
=
х
ху .     2.2. 

4816
8

2 +−

−
=

хх
ху .   

2.3. ( )
3

22
1

+
+=

xarcsinxf x .   2.4. ( )xxlgy −+−= 64 .  

2.5. 
20

1121
2

2

−+
+−=

xx
xy .  2.6. 

x
xy 14 2 +−= .   

2.7. ( )4
2

1
2

++
−+

= xlg
хх

у .  2.8. 
x

xy
29 −

= . 

2.9. 29
2
1 x

x
xlgy −+
−
+

= .   2.10. 3
2 12

65
1

++
+−

−
= x

xx
xy . 

1. ВВЕДЕНИЕ В МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ
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2.11. 
5
233 xarcsinxy −

+−= .  2.12. ( ) 3
10

1
−+

−
= x

xln
y .  

2.13. 
65

1
2 +−

−
=

xx
xy .                  2.14. 

209

7
2 +−

−
=

xx

xy .           

2.15. 
x

xxy
2215 −+

= .   2.16. ( )( )1241 2 −−+= xxxy . 

2.17. 
6
92

−
−

=
x

xy .                      2.18. ( )
2

5

9
2

x
xlogy
−

−
= . 

3. Найти множество значений функций. 

3.1. 17102 +−= xxy .                    3.2. 2419 xxy −−= .   

3.3. 162 ++= xxy .      3.4. xcosy 24= . 

3.5. 25 +−= xsiny .                       3.6. 723 14 −⋅= +xy . 

3.7. 24 −= xy .     3.8. ( )1362
2 +−= xxlogy . 

3.9. xey ⋅−= 54 .     3.10. 53 += xy . 

3.11. 412 −+= xy .    3.12. 2412 xxy −+= . 

4. Доказать, что функции  
32
23

+
+

=
x
xy   и  

32
32
−

−
=

x
xy   являются взаимно обрат-

ными. 

5. Выяснить, является ли функция четной или нечетной. 

5.1. 73 24 −−= xxy .               5.2. xxxy 872 35 −+= . 

5.3. xcosxsinxy 2+⋅= .        5.4. |x|xy 292 ++= . 

5.5. ( ) xcosxxy ⋅+= 2 .          5.6. 
1
1

+
−

=
x
xlgy . 

5.7. xsinxxy −−= 23 .     5.8. ( )
xcos
|x|xy = . 

5.9. xcosxxy +−= 42 2 .    5.10. ( )
tgx
xxy

35
= .    

5.11. xsinxy 23= .    5.12. xxy = . 
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5.13. 
x
xcosx

y
3

53 −
= .    5.14. 73 22

−−= xey x . 

5.15. 
12

3
4

2

+
−

=
x

xxy .     5.16. |x|xy 29 ++= . 

5.17. 85 35 −−= xxy .    5.18. 3

3
x
xlg

y
−

= . 

6. Определить, является ли данная функция периодической, и найти ее наи-

меньший положительный период, если он существует. 

6.1. xsiny 24= .               6.2. 





 += 1

2
5 xcosy . 

6.3. 





 −=

12
532 πxtgy .            6.4. ( )x,ctgy 40= . 

6.5. xcosxsiny 23 += .    6.6. xcosxtgy 52 += . 

6.7. ( ) tgxxsinxf −=
2

.    6.8. ( ) xcosxsinxf 44 −= . 

6.9. ( ) xcosxsinxf 33 ⋅= .   6.10 ( )
2

1 xcosxf π
+= . 

7. Какие из следующих функций являются периодическими? 

7.1.  xcosy 2= .     7.2. 2xsiny = .   

7.3.  xsinxy ⋅= .     7.4. 
x

cosy 1
= . 

7.5.  xcosxsiny += 3 .                         7.6. xcosy 32= . 

8. Составить суперпозиции ( )( )xgf  и ( )( )xfg , если: 

а) ( ) 3xxf = , ( ) 3+= xxg ;      б) ( ) xcosxf = , ( ) 2xxg = ; 

в) ( ) xxf = , ( ) 12 ++= xxxg ;  г) ( ) 1−= xxf , ( ) 12 −= xxg . 

9. Представить в виде цепочки основных элементарных функций. 

9.1.  xcosy 4= .     9.2. ( )5 33 xy −= .   

9.3. xcoslny 2= .      9.4. ( )31310 −= xy .   

1. ВВЕДЕНИЕ В МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ
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9.5. 
2

3 xcosy = .     9.6. 




=

3
5xcosy . 

10. Найти нули и промежутки знакопостоянства функций. 

10.1.  5−= xy .     10.2. 13 += xy . 

10.3.  232 +−= xxy .    10.4. 12 −−= xy . 

10.5 
143

1
2 +−

−
=

xx
xy .    10.6 

5
823 2

+
−−

=
x

xxy . 

10.7. ( )xlogy 233 −= ;    10.8. ( )332
4 +−= xxlogy . 

10.9. 42 13 −= −xy .    10.10. 273 22

−= − xxy . 

10.11. ( )122
3 +−= xxlogy ;   10.12. 

x
y

+
=

1
1 . 

11. Построить кластер «Функция».  

12. Построить графики функций (линий) в одной системе координат и найти 

точки пересечения графиков. Результат проверить вычислением.   

12.1. ( ) 41 −= xxf  и ( ) 552
2 +−= xxxf . 

12.2. ( ) 11 −= xxf  и ( ) x/xf 62 = . 

12.3. 2522 =+ yx  и xy 43 = . 

12.4. 1622 =+ yx  и 4=− yx . 

12.5. 2522 =+ yx  и 5=+ yx . 

13. Написать эссе по одной из следующих тем.  

13.1. Функции вокруг нас.  

13.2. Функции в школьном курсе физики. 

13.3. Прямая и обратная пропорциональности в школьном курсе математики. 

13.4. Прямая и обратная пропорциональности в начальном курсе математики. 

13.5. Зачем будущему учителю информатики изучать функции и их свойства? 

13.6. Графики функций на уроках информатики. 

13.7. Построение графиков функций в табличном редакторе.  

13.8. Описание природных и общественных процессов с помощью функций.  
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13.9. Линейные и нелинейные функциональные зависимости в природе. 

13.10. Различные способы задания функции.  

13.11. Различные трактовки понятия «функция».  

14. Какое из перечисленных уравнений задает функцию ( )xfy = ? Ответ 

обоснуйте.  

14.1. 42 −= xy .     14.2. 42 −= yx . 

14.3. 922 =+ yx .     14.4. 1622 =− yx .  

14.5. 10=xy .     14.6. 32 xy =  
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2. ПРЕДЕЛЫ И НЕПРЕРЫВНОСТЬ 
 

2.1. Пределы функции в бесконечности и в точке 

Число A  называется пределом функции ( )xfy =  при x  стремящимся к 

a , если для любого 0>ε  (сколь угодно малого) существует число 

( ) 0>= εδδ  такое, что для всех x , удовлетворяющих условию δ<−< ax0 , 

выполняется неравенство ( ) ε<− Axf . 

Записывают ( ) Axflim
ax

=
→

 или ( ) Axf →  при ax → . 

Функция ( )xfy =  имеет бесконечный предел в точке ax = , если для 

любого 0>ε  (сколь угодно большого) существует число ( ) 0>= εδδ , такое, 

что для всех x , удовлетворяющих условию δ<−< ax0 , выполняется нера-

венство: ( ) ε>xf . 

Записывают ( ) ∞=
→

xflim
ax

 или ( ) ∞→xf  при ax → . 

Если функция ( )xfy =  при ax →  имеет предел, то этот предел 

единственный. 

 

2.2. Односторонние пределы 

 В сформулированном определении предела функции в точке считается, 

что x  стремится к a  любым способом, оставаясь меньше a  или больше a . 

Бывают случаи, когда способ приближения аргумента к a  существенно 

меняет значение предела функции. При этом если аргумент x  стремится к 

точке a  слева, то есть, оставаясь меньше этого значения, то пишут: 

0−→ ax , если x  стремится к a  справа, то есть, оставаясь больше этого зна-

чения, то пишут: 0+→ ax . Например, +∞=== ∞++
+→

eeelim x
x

00
11

00
, но если 

x  стремится к нулю слева, то значение предела изменится: 

2.	 Пределы и непрерывность
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0110
11

00
=

∞
==== ∞

∞−−

−→ e
eeelim x

x
. 

Пределы функции при стремлении аргумента к значению a  слева или 

справа называются односторонними пределами функции.  

Если при стремлении x  к a  предел функции существует и равен A , то 

оба односторонних предела существуют и тоже равны A , то есть для того, 

чтобы выполнялось равенство ( ) Axflim
ax

=
→

, необходимо и достаточно, чтобы 

одновременно выполнялись два равенства: 

( ) Axflim
ax

=
+→ 0

, ( ) Axflim
ax

=
−→ 0

. 

Если односторонние пределы функции в точке существуют, но не рав-

ны друг другу, то предела функции в этой точке не существует (как в разо-

бранном выше примере). 

 

2.3. Основные свойства пределов 

1. ссlim
ax

=
→

, где с  – const. 

2. Если существует конечный предел ( )xflim
ax→

, то 

( )[ ] ( )xflimсxfсlim
axax →→

=⋅ , где с  – const. 

3. Необходимое условие существования предела: пусть функ-

ция ( )xfy =  определена в некоторой окрестности точки a , кроме, быть мо-

жет, самой точки a . Если функция ( )f x  имеет конечный предел при x a→ , 

то она ограничена в некоторой окрестности точки a . 

4. Пусть в некоторой окрестности точки a  имеет место неравенство 

( ) ( )f x g x≤ . Тогда, если существуют конечные пределы ( )xflim
ax→

 и ( )xglim
ax→

, 

то ( ) ( )xglimxflim
axax →→

≤ . 

5.  Теорема «о двух милиционерах». Пусть в некоторой окрестности 

точки a  для функций ( )f x , ( )g x , ( )h x  имеют место неравенства 

2. Пределы и непрерывность 
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( ) ( ) ( )f x g x h x≤ ≤ . 

Если существуют конечные пределы ( ) ( ) bxhlimxflim
axax

==
→→

, то  суще-

ствует предел ( ) bxglim
ax

=
→

. 

Если существуют конечные пределы ( )xflim
ax

1
→

 и ( )xflim
ax

2
→

, то 

6. ( ) ( )[ ] ( ) ( )xflimxflimxfxflim
axaxax

2121
→→→

±=± . 

7. ( ) ( )[ ] ( ) ( )xflimxflimxfxflim
axaxax

2121
→→→

⋅=⋅ . 

8. ( )
( )

( )
( )xflim

xflim

xf
xflim

ax

ax
ax 2

1

2

1

→

→
→

= ,     ( ) 



 ≠
→

02 xflim
ax

. 

9. Если существует предел: ( )xlim
ax
ϕ

→
, а ( )xf  – элементарная функция, 

то  

( )[ ] ( )



=
→→

xlimfxflim
axax
ϕϕ . 

10. Первый замечательный предел: 

1
0

=
→ x

xsinlim
x

. 

11. Второй замечательный предел: ( ) etlim
x

lim t/
t

x

x
=+=






 +

→∞→

1
0

111 . 

 

2.4. Бесконечно малые и бесконечно большие функции 

Функция ( )xα  называется бесконечно малой при x , стремящимся к a , 

если ( ) 0=
→

xlim
ax
α . 

Функция ( )xf  называется бесконечно большой при x , стремящимся к 

a , если ( ) ∞=
→

xflim
ax

. 
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Основные свойства бесконечно малых и бесконечно больших функций 

1. Если функция ( )xα  есть бесконечно малая функция при 0xx →  или 

∞→x , то функция ( )xα
1  является бесконечно большой при 0xx →  или 

∞→x . 

2. Если функция ( )xf  – бесконечно большая, то ( )xf
1  есть бесконечно 

малая функция. 

3. Если ( )xα  и ( )xβ  – бесконечно малые величины при 0xx →  или 

∞→x , то бесконечно малыми являются функции: 

а) ( ) ( )xx βα ± ; 

б) ( )xc α⋅ , где constc − ; 

в) ( ) ( )xx αδ ⋅ , где ( )xδ  – ограниченная функция; 

г) ( ) ( )xx βα ⋅ ; 

д) ( )
( )x
x

ϕ
α , где 

( )
( ) 0

0

≠
∞→

xlim
xx

ϕ . 

4. Если ( )xf  и ( )xg  – бесконечно большие величины при 0xx →  или 

∞→x , то бесконечно большими будут являться функции: 

а) ( ) ( )xgxf ⋅ ; 

б) ( ) ( )xxf ϕ⋅ , где  
( )

( ) 0
0

≠
∞→

xlim
xx

ϕ ; 

в) ( ) ( )xgxf + ; 

г) ( ) ( )xxf δ+ , где ( )xδ  – ограниченная функция; 

д) ( )
( )x
xf

ϕ
,  где  

( )
( ) 0

0

≠
∞→

xlim
xx

ϕ . 

5. Если функция ( )xf  при 0xx →  имеет конечный предел, равный А, 

то ее можно представить в виде суммы: 

( ) ( ),xAxf α+=  где ( )xα  – бесконечно малая функция при .xx 0→  
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2.5. Эквивалентные бесконечно малые 

Пусть ( )xα  и ( )xβ  – две бесконечно малые функции при 0xx → . 

Если ( )
( ) 0

0
=

→ x
xlim

xx β
α , то ( )xα  называется бесконечно малой, более вы-

сокого порядка чем ( )xβ . 

Если ( )
( ) ∞=

→ x
xlim

xx β
α

0
, то ( )xα  называется бесконечно малой, более низ-

кого порядка чем ( )xβ . 

Если ( )
( )x
xlim

xx β
α

0→
 не существует, то бесконечно малые функции ( )xα  и 

( )xβ  называются несравнимыми. 

Если ( )
( ) 0

0
≠=

→
A

x
xlim

xx β
α , то ( )xα  и ( )xβ  называются бесконечно малы-

ми одного порядка. 

Среди бесконечно малых одного порядка важную роль при вычислении 

пределов играют эквивалентные бесконечно малые функции, то есть такие 

функции ( )xα  и ( )xβ , для которых ( )
( ) 1

0
=

→ x
xlim

xx β
α . Обозначают эквивалент-

ные бесконечно-малые символом «∼».  

 

Предел отношения двух бесконечно малых функций не изменится 

если хотя бы одну из них заменить на эквивалентную ей функцию. 

Ниже приведены важнейшие эквивалентности при 0→x : 

1. xsin ∼ x . 

2. xarcsin ∼ x . 

3. tgx ∼ x . 

4. arctgx ∼ x . 

5. xcos−1 ∼
2

2x . 

6. ( )xln +1 ∼ x . 

7. 1−xe ∼ x . 

8. 1−xa ∼ alnx . 

9. ( ) 11 −+ αx ∼ xα . 

10. 11 −+ x ∼
2
x . 
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2.6. Техника вычисления пределов 

 Пример 7. Вычислить пределы.  

1. 
158

25
2

2

5 ++
−

−→ xx
xlim

x
.  2. 

x
xarcsinlim

x 6
3

0→
.   3. 

1
38

1 −
−+

→ x
xlim

x
.  

 Решение. 1. Находим: ( )
( ) ( ) 0

0
15585

255
158

25
2

2

52

2

5
=

+−⋅+−

−−
=

++

−
−→−→ xx

lim
xx

xlim , 

то есть имеем неопределенность 







0
0

. Разложим и числитель и знаменатель 

на множители. Используя формулу разности квадратов, получаем 

( )( )55252 +−=− xxx . Для того чтобы разложить на множители квадратный 

трехчлен 1582 ++ xx , решим квадратное уравнение  

01582 =++ xx , 

откуда находим 51 −=x , 32 −=x . Следовательно, ( )( )351582 ++=++ xxxx . 

Возвращаясь к данному пределу, находим 

( )( )
( )( ) 5

2
10

35
55

3
5

35
55

158
25

552

2

5
=

−
−

=
+−
−−

=
+
−

=
++
+−

=
++

−
−→−→−→ x

xlim
xx
xxlim

xx
xlim

xxx
. 

2. Так как при 0→x  xarcsin3 ∼ x3 , то 

2
1

2
1

6
3

6
3

000
===

→→→ xxx
lim

x
xlim

x
xarcsinlim . 

3. Так как 
0
0

11
381

1
38

1
=

−
−+

=
−
−+

→ x
xlim

x
, то и здесь имеем неопреде-

ленность 







0
0 . Умножим и числитель и знаменатель дроби, стоящей под зна-

ком предела, на выражение, сопряженное числителю: ( )38 ++x . Получим 

( ) ( )
( ) ( ) =

++⋅−
++⋅−+

=
−
−+

→→ 381
3838

1
38

11 xx
xxlim

x
xlim

xx
  

( )
( ) ( ) ( ) ( )=++⋅−

−+
=

++⋅−
−+

=
→→ 381

98
381

38
1

22

1 xx
xlim

xx
xlim

xx
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( ) ( ) ( ) .
x

lim
x

lim
xx

xlim
xxx 6

1
38

1
38

1
381

1
111

=
++

=
++

=
++⋅−

−
=

→→→
 

 Пример 8. Вычислить пределы.  

 1. 2

2

721
143

xx
xxlim

x ++
+

∞→
.   2.  

245
23

4

3

+−
+−

∞→ xx
xxlim

x
.  

3. 
15
23

+
−

∞→ n
nnlim

n
.    4. 1

1

45
35
+

+

∞→ +

−
xx

xx

x
lim . 

Решение. 1. Имеем неопределенность 






∞
∞ . И в числителе, и в знаме-

нателе вынесем старшую степень дроби ( )2x  за скобки: 

=
++

+
=











++











+

=
++

+
∞→∞→∞→ 721

143

721

143

721
143

22

2

2
2

2

2

2

2
2

2

2

xx

xlim

x
x

x
x

x
x

x
x

x
xx

lim
xx

xxlim
xxx

 

2
700

140

721

143

=
++

+
=

+
∞

+
∞

+
∞=

∞→x
lim . 

2. Старшая степень дроби равна четырем. Разделим и числитель и зна-

менатель выражения, стоящего под знаком предела, на 4x : 

=
+−

+−
=









+−









+−

=
+−

+−
∞→∞→∞→

43

3

444

4
4

44

3
4

4

3

245

23

245

23

245
23

xx

xxlim

xx
x

x
xx

x
x

x
xx

lim
xx

xxlim
xxx

 

0
5
0

245

23

==

∞
+

∞
−

∞
+

∞
−

= . 

3. Выполним преобразования: 
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∞=
∞

=
+
−∞

=

∞
+

∞
−∞

=
+

−
=







 +

−
=

+
−

∞→∞→∞→ 505
0

15

2

15

2

15

2

15
2 22

3

3

n

n
n

lim

nn
nn

n
n

n
nn

lim
n

nnlim
nnn

. 

 4. Имеем неопределенность вида 






∞
∞ . Избавимся от нее следующим 

образом: разделим числитель и знаменатель на степень с наивысшим основа-

нием, то есть на 5x . 

5
041

05

5
441

5
35

45
35

1

1
=

⋅+
−

=







⋅+







−

=
+

−
∞→+

+

∞→ x

x

xxx

xx

x
limlim . 

Здесь воспользовались свойством 0=
∞→

x
x

alim , если 0 1a< < . 

 Пример 9. Вычислить предел ( )11 −−+
+∞→

xxlim
x

. 

Решение. Имеем неопределенность ( )∞−∞ . Умножим и разделим 

выражение, стоящее под знаком предела, на сопряженное ему: 

11 −++ xx , после чего воспользуемся формулой разности квадратов: 

( ) ( )
=

−++
−++⋅−−+

=−−+
11

111111
xx

xxxxxx  

( ) ( ) ( )
11

2
11

11
11
11 22

−++
=

−++
−−+

=
−++
−−+

=
xxxx

xx
xx
xx . 

Возвращаясь к пределу, получаем 

( ) =
−++

=−−+
+∞→+∞→ 11

211
xx

limxxlim
xx

 

02
11

2
=

∞+
=

−++
=

+∞→ xx
lim

x
. 

 Пример 10. Вычислить предел 
x

x x
xlim

3

12
32








−
+

∞→
. 

2. Пределы и непрерывность 
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Решение. Здесь имеем неопределенность ( )∞1 , так как 1
12
32
→

−
+

x
x  и 

∞→x3 . Выделим у дроби целую часть:  

( )
12

41
12

412
12
32

−
+=

−
+−

=
−
+

xx
x

x
x . 

Причем при ∞→x  111
12

41 →
∞

+=
−

+
x

. Преобразуем предел: 

6

3
12

4

4
123 12

12

12
41

12
32 ee

x
lim

x
xlim

x
x

x
lim

x
xx

x

x

x
==
























−
+=








−
+

⋅
−

∞→

⋅
−−

∞→∞→
. 

 Пример 11. Вычислить предел ( )
( )22 2

2
−

−
→ x

xarcsinlim
x

. 

Решение. Очевидно, что при 2→x , 02 →−x , следовательно, можно 

записать, что ( ) 22 −∼− xxarcsin , тогда  

( )
( ) ( )

∞==
−

=
−

−
=

−

−
→→ 0

1
2

1
2
2

2
2

2222 xx
xlim

x
xarcsinlim

xx
. 

 

 Задачи для работы в аудитории 

15. Вычислить пределы. 

а) 
2
23

2

2

1 −+

+−
→ xx

xxlim
x

. б) 
xx

xxlim
x 3

96
2

2

3 −

+−
→

. 

в) 
x

xxlim
x 2

963 2

3

−−
→

. г) 
9

27
2

3

3 −

+
−→ x

xlim
x

. 

д) 
3

452 2

3 +
−+

−→ x
xxlim

x
. е) 

2
11

2 −
−−

→ x
xlim

x
. 

ж) 
50

16 2

50 ,x
xxlim

,x −
−−

→
. з) 

( )22

2

1 2

1

−−

−
−→ xx

xlim
x

. 

и) 
1

1
201 −

−
+→ x

xlim
x

. к) 
16

45
2

2

4 −

+−
→ x

xxlim
x

. 
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л) 
2

223
2 −

−−
→ x

xlim
x

. м) 
x

xxlim
x 3

11
0

+−−
→

. 

н) 
1
12

1 −
−

→ x
xlim

x
. о) 

10
10515 2

10 −
+−

→ x
xxlim

x
. 

п) 
12
12

2

2

1 −−

+−
→ xx

xxlim
x

. р) 
22
325

2 −−
−−

−→ x
xlim

x
. 

с) 
xxx

xlim
x 10020

1000
23

3

10 +−
−

→
. т) 

1
1

6

3

1 −
−

→ x
xlim

x
. 

у) 
96

3
2

2

3 ++
+

→ xx
xxlim

x
. ф) 

123
4

4 +−
−

→ x
xlim

x
. 

16. Вычислить пределы. 

а) 
13
22

2

34

−+

+−
∞→ xx

xxlim
x

. б) 
12

10
5

2

−+

−−
∞→ xx

xlim
x

. 

в) 
36
103

45

25

−+

+−+
∞→ xx

xxxlim
x

. г) ( )
32

3
8

8

+

+
∞→ x

xlim
x

. 

д) 
36

35
47

74

−+

−+−
∞→ xx

xxxlim
x

. е) 
123

5
2

5

−−

−
∞→ xx

xxlim
x

. 

ж) ( )
264

32
5

5

−

+
∞→ x

xlim
x

. з) 
12

33
12 +

∞→








+
− x

x x
xlim . 

и) 
3 3

2

23

12

+−

−+
+∞→ xx

xxlim
x

. к) 
1

7
2 −+−

−
∞→ xx

xlim
x

. 

л) 
x

x x
xlim 











−
+

∞→ 13
35 2

. м) 
13

4

+

−
∞→ x

xxlim
x

. 

н) ( ) ( )
( )5

52

15
21

−

++
∞→ n

nnlim
n

 о) ( )( )
( )4

22

12
2

−

++
∞→ n

nnlim
n

. 

17. Вычислить пределы. 

а) 




 +−−

∞→
11 22 xxlim

x
. б) 





 −−

∞→
xxxlim

x
542 2 . 

2. Пределы и непрерывность 
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в) 




 +−

∞→
xxxlim

x
322 . г) 








−
−

−→ 1
3

1
1

21 xx
lim
x

. 

д) 







−
−

−→ 3
1

923 xx
xlim

x
. е) 






 −

−→ xxx
lim
x

11
20

. 

ж) ( )23 xxlim
x

−+
+∞→

. з) 




 −+

∞→
xxxlim

x
32 . 

18. Вычислить пределы.  

а) 
x

xsinlim
x 27

18
0→

. б) 
x

xarcsinlim
x 6

12
0→

. 

в) 
xsin
xtglim

x 3
5

0→
. г) 

xsin
xsinlim

x 7
5

0→
. 

д) ( )
2

12
2 −

−
→ x

sinxlim
x

. е) 
x

sinxlim
x

1
∞→

. 

ж) ( )
4

54
4 −

−
→ x

sinxlim
x

. з) 2

2

0 2
6

x
xtglim

x→
. 

и) 
xsin
xsinlim

x 10
4

0→
. к) 

xarcsin
xtgxtglim

x 12
43

0

+
→

. 

19. Вычислить пределы.  

а) 
xsin

xsinxsinlim
x 3

24
0

−
→

. б) 
xtg
xsinlim

x 5
6

0→
. 

в) ( )
x

xlnlim
x 2

61
0

−
→

. г) ( )xln
xlim

x 21
171

0 +
−+

→
. 

д) 
xsin

xlim
x 3

1213

0

−+
→

. е) ( )
xx

xarctglim
x 3

3
23 −

−
→

. 

ж) 3

3

0

3
1

xsin
elim

x

x

−
→

. з) ( )
1

41
80 −
+

→ xx e
xlnlim . 

и) 2

2

0 9
3
xsin

xsinlim
x→

. к) 2

2

0

1
x

elim
x

x

−
→

. 

л) 
( )

( )1
11

1 −
−−

→ xsin
elim

x

x
. м) 20 2

1
x
xcoslim

x

−
→

. 
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н) 
xsin

xarcsinlim
x 5

3
2

2

0→
. о) 

xarcsin
xtglim

x 2
5

20→
. 

20. Вычислить пределы. 

а) 
12

23
3 +

∞→








+

x

x x
xlim . б) 

x

x x
xlim

62






 −

∞→
. 

в) 
1

45
35 −

∞→








+
+ x

x x
xlim . г) 21

x

x x
xlim 






 +

∞→
. 

д) 

2

12

2 x

x x
xlim 











−∞→
. е) ( ) ( )[ ]12225 −−+

∞→
xlnxlnxlim

x
. 

ж) x
x

xlim 2
0

31+
→

. з) x
x

xlim 21
0

−
→

. 

и) ( )[ ]xlnxlnxlim
x

−−
+∞→

1 . к) ( ) ( )[ ]1333 +−
+∞→

xlnxlnxlim
x

. 

21. Вычислить пределы. 

21.1. 
ax

asinxsinlim
ax −

−
→

.  21.2. 
xx

lim
xx

x +
−

→ 20

45 . 

21.3. 
ax

acosxcoslim
ax −

−
→

. 21.4. 
1
1

5

3

1 +

+
−→ x

xlim
x

. 

21.5. 
6

16
2

4

2 −+
−

→ xx
xlim

x
. 21.6. 11 32

32
++∞→ +

+
nn

nn

n
lim .  

21.7. ( ) x
xtglim

x

1

31
0

−
→

. 21.8. ( )
xtg

xsinlim
x

4
1

31
0

+
→

. 

21.9. ( )
( )2

2

0 321
1

xxln
xxlnlim

x ++
++

→
. 21.10. ( )

x
xsinlim

x 2

2

0+→
. 

 

2.7. Непрерывность функции 

Функция ( )xfy =  называется непрерывной в точке 0x , если она удов-

летворяет следующим условиям:  

1) она определена в точке 0x ;  

2. Пределы и непрерывность 
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2) имеет конечный предел при 0xx → ;  

3) этот предел равен значению функции в этой точке ( ) ( )0
0

xfxflim
xx

=
→

. 

Если не выполнено хотя бы одно из условий непрерывности 1) – 3), то 

функция терпит в точке 0x  разрыв, причем: 

а) если оба односторонних предела конечны, но не равны между собой, 

то есть ( ) ( )xflimxflim
xxxx 00 00 +→−→

≠ , то 0x  называется точкой неустранимого 

разрыва первого рода. Модуль разности значений односторонних пределов 

( ) ( )xflimxflimf
xxxx 00 00 −→+→

−=∆  называется скачком функции; 

б) если оба односторонних предела конечны, равны между собой, но не 

равны значению функции в этой точке, то есть  ( ) ( ) ≠=
+→−→

xflimxflim
xxxx 00 00

 

( )0xf≠ , то 0x  называется точкой устранимого разрыва первого рода; 

в) если хотя бы один из односторонних пределов ( )xflim
xx 00 −→

 или 

( )xflim
xx 00 +→

 бесконечен, то точка 0x  называется точкой разрыва второго рода. 

Свойства функций, непрерывных в точке 

1. Если функции ( )xf  и ( )xg  непрерывны в точке 0x , то их сумма 

( ) ( )xgxf + , произведение ( ) ( )xgxf ⋅  и частное ( )
( )xg
xf  (при условии, что 

( ) 00 ≠xg ) являются функциями непрерывными в точке 0x . 

2. Если функция ( )xf  непрерывна в точке 0x  и ( ) 00 >xf , то существу-

ет такая окрестность точки 0x , в которой ( ) 0>xf . 

3. Если функция ( )ufy =  непрерывна в точке 0u , а функция ( )xgu =  

непрерывна в точке 0x , такой что ( )00 xgu = , то сложная функция ( )( )xgfy =  

непрерывна в точке 0x . 

Функция ( )xfy =  называется непрерывной на некотором промежутке, 

если она непрерывна в каждой точке этого промежутка. 
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Свойства функций непрерывных на отрезке 

1. Если функция непрерывна на отрезке [ ]b,a , то она ограничена на 

этом отрезке. 

2. Если функция непрерывна на отрезке [ ]b,a , то она достигает на этом 

отрезке свое наименьшее и наибольшее значения.  

3. Если функция непрерывна на отрезке [ ]b,a  и на концах этого отрезка 

она принимает значения разных знаков (то есть ( ) ( ) 0<⋅ bfaf ), то внутри от-

резка обязательно найдется такая точка ( )b,a∈ξ , что ( ) 0=ξf . 

Примечание. Последнее свойство является основой решения нера-

венств методом интервалов. 

 Пример 12. Дана функция xy += 2
1

2  и два значения аргумента 2−=x , 

1=x . Требуется установить, является ли данная функция непрерывной или 

разрывной для каждого значения 1x  и 2x . Сделать схематический чертеж.  

Решение. При 1=x  функция xy += 2
1

2  определена и непрерывна, так 

как ( ) 33
1

12
1

2221 === +y  и 33
1

2
1

1
222 ==+

→
x

x
lim  равен значению функции в 

точке 1=x . 

В точке 2−=x  функция не определена, так как на нуль делить нельзя. 

Найдем левосторонний и правосторонний пределы в этой точке: 

01
2
12222 0

1
022

1
2

1

02
=

∞
===== ∞

∞−−−−+
−−→

x
x

lim , 

∞==== ∞+++−+
+−→

2222 0
1

022
1

2
1

02
x

x
lim . 

Так как один из односторонних пределов равен ∞ , то функция в точке 2−=x  

имеет разрыв второго рода, а линия 2−=x  является вертикальной асимпто-

той.  

Вычислим предел 

2. Пределы и непрерывность 
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1222 0
1

2
1

2
=== ∞±+

∞±−→
x

x
lim , 

в силу чего 1=y  является горизонтальной асимптотой. Используя получен-

ные данные, сделаем схематический чертеж: 

 Пример 13. Исследовать функцию ( )
1

23

−
−

=
x

xxxf   на непрерыв-

ность. Определить характер разрывов функции, если они существуют. По-

строить график функции. 

Решение. Функция не определена в точке 1=x . Вычислим односто-

ронние пределы: 

( ) ( ) 1
1

1
0
0

1
2

01

2

01

23

01
==

−
−

=





=

−
−

−→−→−→
xlim

x
xxlim

x
xxlim

xxx
, 

( ) ( ) 1
1

1
0
0

1
2

01

2

01

23

01
==

−
−

=





=

−
−

+→+→+→
xlim

x
xxlim

x
xxlim

xxx
. 

Односторонние пределы конечны и равны. Таким образом, в точ-

ке 1=x  функция терпит устранимый разрыв.  

Построим график функции ( )
1

23

−
−

=
x

xxxf . Выполним преобразования:  

( ) 2
223

1
1

1
x

x
xx

x
xx

=
−
−

=
−
− . 

Таким образом, график функции ( )xf  представляет собой параболу 2xy = , 

при 1≠x  (рис. 7). 

-2 О x 

y 

y=1 

1 

x=-2 
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Пример 14.  Исследовать на непрерывность и построить график 

функции 

( )













>

<<−

−≤

=

.хпри,

,хпри,xsin

,хпри,х

xf

2
1

2
π

ππ

π

 

Решение. Функции xy = , xsiny =  и 1=y  непрерывны на всей число-

вой прямой, поэтому данная функция может иметь разрывы только в точках, 

где меняется ее аналитическое выражение, то есть в точках π−=1x  и 
22
π

=x . 

Исследуем функцию на непрерывность в этих точках, для чего найдем 

соответствующие односторонние пределы и значения функции. 

В точке π−=1х  имеем: 

( ) ( ) ,xsinlimxflim;xlimxflim
xxxx

0
00

==π−==
π−→+π−→π−→−π−→

 

Таким образом, в этой точке 

( ) ( )xflimxflim
xx 00 +−→−−→

≠
ππ

, 

то есть точка π−=1х  является для данной функции точкой неустранимого 

разрыва первого рода. Скачок функции f(x) в точке π−=1х  равен 

( ) ( ) ( ) ππ
ππ

=−=−∆
−−→+−→

xflimxflimf
xx 00

. 

Рис. 7 

2. Пределы и непрерывность 
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Аналогично, для точки 
22
π

=x  получим: 

( ) ,sinxsinlimxflim
xx

1
2

2
0

2

=
π

==
π

→−
π

→

 

( ) ,limxflim
xx

11

2
0

2

==
π

→+
π

→

 

а значение 





 π

2
f  не определено. Отсюда следует, что 

22
π

=x  – точка устра-

нимого разрыва первого рода. 

 
 

 Задачи для работы в аудитории 

22. Исследовать функцию на непрерывность в точке 1=x  и установить ха-

рактер разрыва (если он существует) в данной точке:  

22.1. ( )
1
1 3

−
−

=
x
xy .  22.2. 

1−
=

x
xy . 

22.3. 
1
1

−
−

=
x
x

y . 22.4. 




≤+
≥−

=
.x,x
;x,x

y
11
11

 

22.5. 1
1
−= xey . 22.6. 1−= xy . 

23. Построить графики функций. 

23.1. 
1

122

−
+−

=
x

xxy . 23.2. 
2
22

+
+

=
x

xxy . 
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23.3. 
5
252

+
−

=
x

xy . 23.4. 
3

3 23

−
−

=
x

xxy . 

23.5. 
4

168
2

24

−
+−

=
x

xxy . 23.6. 
2
83

+
+

=
x
xy . 

24. Исследовать на непрерывность и установить характер разрыва функций.     

24.1. 2
5
+

−
= xey .    24.2. 3

1
−

−
= xey . 

24.3. 
xe

y
−+

=

1
1

5

2 . 
24.4. xey −

−
= 2

1

4 . 

24.5. 
xe

y 1

1

1

+

= .  24.6. 
x

y
−+

=
5

3

45

2 . 

24.7. 
x

xsin
y = . 24.8. 2

3
3

−
+
+

= x
x
x

y . 

24.9. x
x
xy 2−= .  24.10. 

2
42

+
−

=
x

xy . 

24.11. 
2

2
2 +

−
=

x
xy . 24.12. 

2
22

−
+

=
x

xy . 

25. Исследовать на непрерывность, найти точки разрыва и установить харак-

тер разрыва функций. Изобразить указанные функции.  

25.1. 




≤+
≥−

=
.x,x
;x,x

y
12
12

 25.2. 




≤−
≥−

=
.x,x
;x,x

y
12
122

 

25.3. 








>−

=
<−

=

.x,x
;x,
;x,x

y
03
03
03

2

 25.4. 








>+−
=
<+

=
.x,x
;x,
;x,x

y
04
04
04

 

25.5. 








>+
<<

≤−
=

.xпри,x
;xпри,x

;xпри,x
y

21
20

0
2  25.6. ( )









≥+−
<<−+−

−<−
=

.xпри,x
;xпри,x

;xпри,x
y

03
012

1

3

2  
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3. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 
 

3.1. Дифференцирование функций 

Пусть функция ( )xfy =  определена в некоторой окрестности точки x . 

Придадим аргументу х приращение ∆х таким образом, чтобы точка xx ∆+  

принадлежала ( )fD . Тогда функция получит приращение 

( ) ( )xfxxfy −∆+=∆  (рис. 8).  

Производной функции ( )xf  в точке х называется предел отношения 

приращения функции ∆у к приращению аргумента ∆х при стремлении при-

ращения аргумента к нулю, если этот предел существует и конечен. 

Производная функции ( )xfy =  в точке х обозначается: 

y′ ; xy′ ; ( )xf ′ ; 
dx
dy ; ( )

dx
xdf . 

Таким образом, в соответствии с определением производной можно 

записать 

x
ylimy

x ∆
∆

=′
→∆ 0

 или ( ) ( )
x

xfxxflimy
x ∆

−∆+
=′

→∆ 0
. 

 Как следует из определения, производная функции ( )xf  в точке x есть 

число, зависящее от значения аргумента х, но не зависящее от приращения  

∆х. 

y=f(x) 

 Δx 
 

 x+Δx 
 

y 
 

       f(x) 
 

f(x+Δx) 
 

 Δy 
 

 x 
 

 x 
 

O 
 

Рис. 8 

3.	ДИ ФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ



43

43 
 

 Если зафиксировать значение х, то есть положить 0xx = , то производ-

ная функции ( )xfy =  в этой точке обозначается как 

( )
0xxxy =′ ; ( )0xf ′ ; ( )

dx
xdf 0 . 

 Процесс нахождения производной называется дифференцированием 

функции. 

 Функция, имеющая производную, называется дифференцируемой 

функцией. 

Если функция ( )xf  в точке х имеет производную, то она в этой 

точке непрерывна. 

Правила дифференцирования 

1. ( ) vuvu ′±′=′± . 

2. ( ) vuvuvu ′⋅+⋅′=′⋅ . 

3. ( ) ucuc ′⋅=′⋅ , где constс − . 

4. 2v
vuvu

v
u ′⋅−⋅′

=
′






 ,  0≠v . 

5. 2v
vc

v
c ' ′⋅

−=





 , 0≠v , где constс − . 

6. Если функция ( )xu ϕ=  дифференцируема в точке 0x , а функция 

( )ufy =  дифференцируема в точке ( )00 xu ϕ= , то сложная функция 

( )[ ]xfy ϕ=  дифференцируема в точке 0x  и ( ) ( )00 xuufy ′⋅′=′ . 

7. Если функция ( )xfy =  непрерывна, строго монотонна в некоторой 

окрестности точки 0x  и дифференцируема в этой точке, то обратная функция 

( )yfx 1−=  имеет производную в точке ( )00 xfy = , причем 

( )
( )
dx

xdfdy
ydf

0
0

1 1
=

−
. 
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Таблица производных 

1.  ( ) 1−⋅=
′ αα α xx . 1.  ( ) uuu ′⋅⋅=

′ −1αα α . 

2.  ( )
x

x
2

1
=
′

, ( )0>x . 2.  ( )
u

uu
2
′

=
′ , ( )0>u . 

3.  ( ) alnaa xx =
′

, 
( )10 ≠> a,a . 

3.  ( ) ualnaa uu ′⋅=
′

, 
( )10 ≠> a,a . 

4.  ( ) xx ee =
′

. 4.  ( ) uee uu ′⋅=
′

. 
5.  ( ) xcosxsin =′ . 5.  ( ) uucosusin ′⋅=′ . 
6.  ( ) xsinxcos −=′ . 6.  ( ) uusinucos ′⋅−=′ . 

7.  ( )
xcos

tgx 2
1

=′ . 7.  ( ) u
ucos

tgu ′⋅=′ 2
1 . 

8.  ( )
xsin

ctgx 2
1

−=′ . 8.  ( ) u
usin

ctgu ′⋅−=′ 2
1 . 

9.  ( )
x

xln 1
=′ , ( )0>x . 9.  ( ) u

u
uln ′⋅=′

1 , ( )0>u . 

10.  ( )
alnx

xloga
1

=′ , 

( )100 ≠>> a,a,x . 
10.  

( ) u
alnu

uloga ′⋅=′
1 , 

( )100 ≠>> a,a,u . 

11.  
( )

21

1

x
xarcsin

−
=′ , 

1<x . 
11.  

( ) u
u

uarcsin ′⋅
−

=′
21

1 , 

1<u . 

12.  
( )

21

1

x
xarccos

−
−=′ , 

1<x . 
12.  

( ) u
u

uarccos ′⋅
−

−=′
21

1 , 

1<u . 

13.  ( ) 21
1
x

arctgx
+

=′ . 13.  ( ) u
u

arctgu ′⋅
+

=′ 21
1 . 

14.  ( ) 21
1
x

arcctgx
+

−=′ . 14.  ( ) u
u

arcctgu ′⋅
+

−=′ 21
1 . 

 

Таблица производных составлена следующим образом: в левом столбце 

приведены производные основных элементарных функций, в правом столбце 

приведены производные сложных функций на основании правила дифферен-

цирования сложной функции. 
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Дифференцирование неявно заданной функции 

Пусть функция задана уравнением ( ) 0=y;xF . Чтобы найти производ-

ную неявно заданной функции, нужно продифференцировать обе части урав-

нения ( ) 0=y;xF , считая y функцией от х и применяя правило 6 дифферен-

цирования сложной функции. 

Логарифмическое дифференцирование 

Пусть функция ( )xfy =  дифференцируема на отрезке [ ]b;a  и ( ) 0>xf  

[ ]b;ax∈∀ . Тогда определен логарифм ( )xflnyln = . 

Дифференцируя обе части этого равенства по переменной х, имеем 

( ) ( )( )′=′ xflnyln . 

Отсюда ( )( )′=
′

xfln
y
y  и ( )( )′⋅=′ xflnyy . 

Производная ( )( )′xfln  от логарифма функции ( )xf  называется лога-

рифмической производной. 

Логарифмическое дифференцирование удобно применять в двух 

случаях:  

– при нахождении производной большого числа сомножителей,  

– при нахождении производной степенно-показательной функции.  

 Пример 15.  Найти первую производную функций.  

1. 2
3 234

x
xxy −+= .      2. xsinу 2= .   3. ( )xarctglny 3= .  

Решение. 1. Запишем функцию в виде: 22
1

3 234 −−+= xxxy . Используя 

формулу производной степенной функции (первая формула в таблице), нахо-

дим 

( ) 3
232

1
232

1
2 4

2
3124

2
31222

2
1334

xx
xxxxxxxy ++=++=−⋅−⋅+⋅=′ −−−−

. 

2. Функция xsinу 2=  является композицией двух функций xsinu =  и 

( ) 2uuf = . Так как xcos'u = , а ( ) uu'f 2= , то  

3. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ
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( ) ( ) xsinxcosxsin'uu'ux'y x 2222 =⋅=⋅== . 

3. Функция ( )xarctgln 3  есть композиция функций xarctgu 3=  и 

( ) ulnuf = , следовательно, 

( ) ( ) ( )'xarctg
xarctg

'u
u

'ulnx'y x 3
3

11
⋅=⋅== . 

Функция xarctg3 , в свою очередь, является композицией двух функций 

( ) xxv 3=  ( ) arctgvvu = , поэтому 

( ) ( )
( ) 222 91

33
31
1

1
13

xx
'v

v
'arctgv'xarctg x +

=⋅
+

=⋅
+

== . 

Отсюда окончательно 

( ) ( ) xarctgx
'xarctg

xarctg
'y

391

33
3

1
2 ⋅+

=⋅= . 

 Пример 16.  Найти производную первого порядка ( ) xlnxarcsiny = . 

Решение. Прологарифмируем обе части равенства: 

( ) xlnxarcsinlnyln = ; ( )xarcsinlnxlnyln = . 

Продифференцируем обе части последнего уравнения: 

( ) ( )( )′=′ xarcsinlnxlnyln , 

( ) ( ) ( ) ( )( )′+′=
′

xarcsinlnxlnxarcsinlnxln
y
y , 

( ) ( )










 ′
⋅+⋅=′

xarcsin
xarcsinxlnxarcsinln

x
yy 1 , 

( ) ( )









−
⋅+=′

xarcsinx

xln
x

xarcsinlnxarcsiny xln
21

. 

 Пример 17. Найти производную первого порядка.  

( ) 02322 =−−+− xyyxxy . 

Решение. Продифференцируем обе части равенства, учитывая, что y  

есть функция от аргумента x : 
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( ) 02322 ′=
′





 −−+− xyyxxy , 

( ) ( ) ( ) 03 2222222 =′−′−′+
′

+
′

−− xyyxyxxyxy , 

( ) ( ) 012223 2222 =−′−′++−′− yyxxyxyyxy , 

( ) ( )2222222 62116 xyxxyxxyyy −+−=



 −+−′ . 

Откуда находим: 

( )
( ) 16

621
2222

222

−+−

−+−
=′

xxyy

xyxxyy . 

 

3.2. Геометрический и физический смысл производной  

Геометрический смысл производной: производная ( )0xf ′  есть угло-

вой коэффициент касательной, проведенной к кривой ( )xfy =  в точке 0x , то 

есть ( )0xfk ′= . Уравнение касательной имеет вид: ( )( )000 xxxfyy −′=− . 

Прямая, перпендикулярная касательной в точке касания, называется 

нормалью к кривой. Так как угловые коэффициенты перпендикулярных 

прямых связаны соотношением 
2

1
1
k

k −= , то уравнение нормали кривой в 

точке ( )00 y;xM  примет вид: ( ) ( )0
0

0
1 xx
xf

yy −
′

−=− . 

Механический смысл производной: производная есть скорость движе-

ния точки в момент времени 0t : ( )0ts′=υ . 

Вообще говоря, можно сказать, что если функция ( )xfy =  описывает 

некоторый процесс, то производная y′  есть скорость протекания этого про-

цесса. В этом и состоит физический смысл производной. 

 Пример 18. Составить уравнения касательной и нормали к кривой 

84 23 +−= xxy  в точке с абсциссой 10 =x . 

Решение. Найдем ординату точки касания: 
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( ) 581411 23
0 =+⋅−== yy . 

Угловой коэффициент касательной равен значению производной в точ-

ке 0x : 

( ) ( ) ( ) 524384
1

2

1

23
0 −=⋅−=

′
+−=′=

== xx
xxxxxyk . 

Подставляем значения 0x , 0y  и ( )0xy′  в уравнение касательной: 

( )155 −−= xy , 

откуда 

105 +−= xy . 

Подставляем значения 0x , 0y  и ( )0xy′  в уравнение нормали: 

( )1
5

15 −
−

−= xy , 

откуда, 

5
24

5
1

+= xy . 

 

3.3. Понятие дифференциала 

Дифференциалом функции называется произведение производной 

функции на приращение независимой переменной 

( ) xxfdy ∆′= . 

Например, найдем приращение функции xy = : из формулы 

( ) xxfdy ∆′=  следует, что xxdxdy ∆⋅′== , то есть xdx ∆= . Следовательно, 

дифференциал независимой переменной равен приращению этой перемен-

ной. 

Поэтому формулу для вычисления дифференциала можно представить 

в виде: ( )dxxfdy ′= , откуда ( )
dx
dyxf =′ . 
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Свойства дифференциала 

Свойства дифференциала аналогичны свойствам производной: 

1) 0=dc , constc = ;     

4) ( ) vduudvuvd += ; 

2) ( ) cducud = , constc = ;    

5) 2v
udvvdu

v
ud −

=





 . 

3) ( ) dvduvud ±=± ; 

 

3.4. Производные высших порядков 

Производная ( )xf ′  называется производной первого порядка. Произ-

водная от функции ( )xf ′  называется производной второго порядка (или 

второй производной) и обозначается y ′′ или ( )xf ′′ . Аналогичным образом 

формулируется определение производной n -го порядка: производная от про-

изводной ( )1−n -го порядка называется производной n -го порядка, то есть 

( ) ( )( )1n ny y − ′
= .  

 Пример 19.  Найти производную второго порядка y ′′  от функции 

( )xlnlny = .  

Решение. Находим производную первого порядка:  

( )[ ] ( )
xlnx

xln
xln

xlnlny 11
=′⋅=′=′ . 

Производная второго порядка есть первая производная от производной 

первого порядка, следовательно, 

( )
( ) xlnx

xln
xlnx

x
xxln

xlnx
xlnx

xlnx
y 22222

1
111 +

−=
+⋅

−=
′

−=
′






=′′ . 
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3.5. Дифференциалы высших порядков 

В общем случае дифференциал функции dx есть функция от x и от нее 

может быть определен дифференциал. 

Дифференциалом второго порядка (или вторым дифференциалом) 

называется дифференциал от дифференциала функции первого порядка: 

yd 2 ; ( )dyd .  

 По определению 

( ) ( ) ( )( ) ( ) 22 dxxfdxdxxfdxdydydyd ′′=′′=′== . 

Дифференциалом третьего порядка функции ( )xfy =  называется 

дифференциал от дифференциала второго порядка 

( ) ( )( ) ( ) 3223 dxxfdxdxxfdxydyd ′′′=
′

′′=
′

=  

 Дифференциалом n-го порядка функции ( )xfy =  называется диффе-

ренциал от дифференциала ( )1−n -го порядка: 

( )( ) nnn dxxfyd = . 

 

3.6. Производная от функции, заданной параметрически 

Если функция ( )xfy =  задана параметрически дифференцируемыми в 

точке 0t  функциями: 
( )
( )




=
=

tyy
txx

, причем одна из них, например, ( )tx  непре-

рывна, строго монотонна в некоторой окрестности точки 0t  и ( ) 00 ≠′ tx . То-

гда 

( ) ( )
( )0

0
0 tx

tyxy
t

t
x ′

′
=′ . 

Производная второго порядка функции, заданной  параметрически, 

может быть найдена по формуле: 

( )
t

tx
xx x

yy
′

′′
=′′ . 

а производная n -го порядка – по формуле:  
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( )
( )( )

t

t
n

xn
x x

yy
′

′
=

−1
. 

 

3.7. Правило Лопиталя 

Если ( ) ( ) 0==
→→

xglimxflim
axax

 или 
( )

( )
( )

( ) ∞==
∞→∞→

xglimxflim
axax

, то 

( )
( )
( ) ( )

( )
( )xg
xflim

xg
xflim

axax ′
′

=
∞→∞→

, 

если последний предел существует (конечный или бесконечный). 

Правило Лопиталя раскрывает в пределе неопределенность типа 







0
0  

или 






∞
∞ , а также ( )∞⋅0   после соответствующего преобразования.  

 Пример 20. Вычислить пределы, используя правило Лопиталя.   

1. 
xln

xsinlnlim
x

3
0→

.  2. 
xsinx

xlim
x −→

3

0
. 

Решение. 1. Поскольку ∞==
→→

xlnlimxsinlnlim
xx 00

3 , то в данном случае 

имеем неопределенность вида 






∞
∞  и поэтому, применяя правило Лопиталя, 

получим: 

( )
( ) =

⋅
==

→→→ xsin
xcosxlim

'xln
'xsinlnlim

xln
xsinlnlim

xxx 3
3333

000
 

1

3
3

13
00

=⋅=
→→

x
xsinlimxcoslim

xx
. 

2. Так как ( ) 0
0

3
0

=−=
→→

xsinxlimxlim
xx

, то имеем неопределенность вида 









0
0  и поэтому применимо правило Лопиталя: 
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( )
( )

( ) ==
−

=
−

′
=

− →→→ 0
0

1
3 2

0

3

0

3

0 xcos
xlim

'xsinx
xlim

xsinx
xlim

xxx
 

( )
( ) 6166
1

3

0

0

2

0
=⋅==

−

′
=

→

→→

x
xsinlimxsin

xlim
'xcos

xlim

x

xx
. 

В этом примере правило Лопиталя применялось дважды. 

 

3.8. Исследование функций 

Теорема Ферма. Если дифференцируемая на промежутке X  функция  

( )xfy =  достигает наибольшего или наименьшего значения во внутренней 

точке 0x  этого промежутка, то производная функции в этой точке равна ну-

лю, то есть ( ) 0=′ xf . 

Геометрический смысл теоремы Ферма состоит в том, что в точке наи-

меньшего или наибольшего значения, достигаемого внутри промежутка X , 

касательная к графику функции параллельна оси абсцисс. 

Теорема Ролля. Пусть функция ( )xfy =  удовлетворяет следующим 

условиям: 

1) она непрерывна на отрезке [ ]b;a ; 

2) дифференцируема на интервале ( )b;a ; 

3) на концах отрезка принимает равные значения, то есть ( ) ( )bfaf = . 

Тогда внутри отрезка [ ]b;a  существует по крайней мере одна точка 

( )b;a∈ξ , в которой производная равна нулю: ( ) 0=′ ξf . 

Теорема Лагранжа. Пусть функция ( )xfy =  удовлетворяет следую-

щим условиям: 

1) непрерывна на отрезке [ ]b;a ; 

2) дифференцируема на интервале ( )b;a ; 

Тогда внутри отрезка [ ]b;a  существует по крайней мере одна точка 

( )b;a∈ξ , в которой производная равна частному от деления приращения 
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функции на приращение аргумента на этом отрезке, то есть 

( ) ( ) ( )
ab

afbff
−
−

=′ ξ  или ( ) ( ) ( )( )abfafbf −′=− ξ . 

Следствие. Если производная функции ( )xf  равна нулю на некотором 

промежутке X , то функция тожественно постоянна на этом промежутке.  

Необходимое условие возрастания (убывания) функции. Если диф-

ференцируемая на интервале ( )b;a  функция ( )xf  возрастает (убывает), то 

( ) 0>′ xf  ( )( )0<′ xf  для любого x  из интервала ( )b;a . 

Достаточное условие возрастания (убывания) функции. Если функ-

ция ( )xf  дифференцируема на интервале ( )b;a  и ( ) 0>′ xf  ( )( )0<′ xf  для 

любого x  из интервала ( )b;a , то эта функция возрастает (убывает) на интер-

вале ( )b;a . 

Значение функции ( )xf  в точке 0x  называется максимумом (миниму-

мом), если оно является наибольшим (наименьшим) значением среди ее зна-

чений во всех достаточно близких точках слева и справа от 0x .  

Точки максимума и минимума называются точками экстремума 

функции.  

Необходимое условие экстремума. Если дифференцируемая функция 

( )xfy =  имеет экстремум в точке 0x , то ее производная в этой точке либо 

равна нулю ( ) 0=′ xf , либо не существует.  

Точки, в которых производная функции равна нулю, либо не существу-

ет, а сама функция определена и непрерывна, называются критическими.  

Достаточное условие экстремума. Если непрерывная функция 

( )xfy =  дифференцируема в некоторой окрестности точки 0x  и при перехо-

де слева направо производная меняет знак с плюса на минус, то 0x  − точка 

максимума; а если с минуса на плюс, то 0x  − точка минимума.  

Правило нахождения экстремума функции 

1. Найти производную функции ( )xf ′  и критические точки, в которых 

3. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ
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производная ( )xf ′  равна нулю или не существует, а сама функция в этих 

точках определена и непрерывна. 

2. Определить знак производной ( )xf ′  слева и справа от каждой кри-

тической точки. Если при переходе аргумента x  через критическую точку 0x  

слева направо функция производная ( )xf ′   

1) меняет знак с «+» на «−», то 0x  − точка максимума;  

2) меняет знак с «−» на «+», то 0x  − точка минимума;      

3) не меняет своего знака, то в точке 0x  нет экстремума.  

График функции ( )xfy =  называется выпуклым вниз на интервале 

( )b;a , если он расположен выше любой касательной на этом интервале. Гра-

фик функции ( )xfy =  называется выпуклым вверх на интервале ( )b;a , если 

он расположен ниже любой касательной на этом интервале. 

Точка графика непрерывной функции ( )xfy = , отделяющая его части 

разной выпуклости, называется точкой перегиба.  

Если функция ( )xfy =  во всех точках интервала ( )b;a  имеет отрица-

тельную вторую производную, то есть ( ) 0<′′ xf , то график функции на этом 

интервале выпуклый вверх. Если же ( ) 0>′′ xf  для любого x  из данного ин-

тервала, то график функции выпуклый вниз. 

Необходимое условие существования точки перегиба.  

Если 0x  − точка перегиба функции ( )xfy =  и данная функция имеет 

вторую производную в некоторой окрестности точки 0x , причем в самой 

точке 0x  функция непрерывна, то вторая производная в этой точке либо рав-

на нулю, либо не существует. 

Для нахождения точек перегиба используется следующая теорема. 

Достаточное условие существование точек перегиба. Если вторая про-

изводная при переходе через точку 0x , в которой она равно нулю или не суще-

ствует, меняет знак, то точка графика с абсциссой 0x  есть точка перегиба.   
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Асимптоты 

Асимптотой кривой называется прямая, расстояние до которой от 

точки, лежащей на кривой, стремится к нулю при неограниченном удалении 

от начала координат этой точки по кривой.    

Различают три вида асимптот: вертикальные, горизонтальные и на-

клонные. 

Вертикальные асимптоты. Если по крайней мере один из пределов 

функции ( )xfy =  в точке a  справа или слева равен ± бесконечности, то пря-

мая ax =  является вертикальной асимптотой. 

Горизонтальные асимптоты. Если существует конечный предел 

функции ( )xfy =  при +∞→x  или −∞→x , то есть, если 

( ) bxflim
x

=
+∞→

     или    ( ) cxflim
x

=
−∞→

, 

то прямая by =  ( )cy =  является горизонтальной асимптотой.  

Наклонные асимптоты. Если существуют конечные пределы:  

( )
x
xflimk

x +∞→
=1      и    ( )( )xkxflimb

x
11 −=

+∞→
. 

то 11 bxky +=  служит наклонной (правой) асимптотой графика функции 

( )xfy = . 

Аналогично, если существуют пределы:  

( )
x
xflimk

x −∞→
=2      и     ( )( )xkxflimb

x
22 −=

−∞→
, 

то прямая 22 bxky +=  является наклонной (левой) асимптотой графика 

функции ( )xfy = . 

Схема полного исследования функции 

1. Найти область определения функции. 

2. Исследовать четность и периодичность функции. 

3. Исследовать точки разрыва, найти вертикальные асимптоты. 

4. Найти наклонные асимптоты (если их существование возможно). 

5. Найти точки пересечения графика с осями координат. 

3. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ
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6. Найти y′ . Определить точки экстремума, интервалы возрастания и 

убывания функции. 

7. Найти y ′′ . Определить точки перегиба графика, интервалы его 

выпуклости и вогнутости. 

8. Найти область значений функции.  

9. Построить  график функции. 

 Пример 21. Найти асимптоты графика функции 
1

2

+
=

x
xy . 

Решение. 1. В точке 1−=x  функция не существует. Найдем односто-

ронние пределы функции в этой точке. 

∞=
+

=
++−→ 0

1
1

2

01 x
xlim

x
, 

−∞=
−

=
+−−→ 0

1
1

2

01 x
xlim

x
, 

следовательно, 1−=x  – вертикальная асимптота графика функции при 

1−→x  справа и слева. 

2. Найдем наклонную асимптоту: 

( ) 111

1
2

2
=

+
=

+
==

+∞→+∞→+∞→

x

lim
xx

xlim
x
xylimk

xxx
, 

( )[ ] =
+

−−
=












−

+
=−=

+∞→+∞→∞+→ 11

222

x
xxxlimx

x
xlimkxxylimb

xxx
 

111

1
1

−=
+

−=
+

−=
+∞→+∞→

x

lim
x

xlim
xx

. 

Аналогично получим и при −∞→x , значит, наклонной асимптотой бу-

дет являться прямая 1−= xy . 

 Пример 22. Провести полное исследование и построить график 

функции ( )
9

5
2

2

−
=

x
xxf .   
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Решение. 1. Область определения функции ( ) { }3±= \RfD . 

2. Область определения функции симметрична относительно начала 

координат и 

=− )( xf ( )
( ) 9
5

2

2

−−

−

x
x )(

9
5
2

2
xf

x
x

=
−

= . 

Следовательно, функция четная, и ее график симметричен относительно оси 

Oy . 

3. Функция имеет две точки разрыва: 3=x   и  3−=x . Определим тип 

разрывов: 

( ) ( ) ( ) =+⋅−
=

−
=

−→−→−→ 33
5

9
5 2

032

2

0303 xx
xlim

x
xlimxflim

xxx
 

( ) ( )










+−⋅−−
⋅

=
303303

35 2

( ) −∞=






−

=







⋅−

=
0

45
60

45 , 

( ) ( ) ( ) =+⋅−
=

−
=

+→+→+→ 33
5

9
5 2

032

2

0303 xx
xlim

x
xlimxflim

xxx
 

( ) ( )










++⋅−+
⋅

=
303303

35 2

( ) +∞=






+

=







⋅+

=
0

45
60

45 . 

Итак, точка  3=x   является точкой разрыва второго рода, а прямая  

3=x  – вертикальной асимптотой графика функции. 

Учитывая симметрию графика функции относительно оси  Oy ,  для 

точки  3−=x   получаем: 

( ) +∞=
−

=
−−→−−→ 9

5
2

2

0303 x
xlimxflim

xx
   и    ( ) −∞=

−
=

+−→+−→ 9
5
2

2

0303 x
xlimxflim

xx
. 

Следовательно, точка  3−=x  тоже является точкой разрыва  второго 

рода, а прямая  3−=x  – вертикальной асимптотой графика функции. 

4. Функция определена при сколь угодно больших x , следовательно, 

возможно существование наклонных асимптот.  При  +∞→x   имеем 

3. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ
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( )
( ) 055

9
5

3

2

2

2

1 =





=










=

−
==

∞+→∞+→∞+→∞+→ x
lim

x
xlim

xx
xlim

x
xflimk

xxxx
, 

( )( ) 5
9

50
9

5
2

2

2

2

11 =
−

=









⋅−

−
=⋅−=

∞+→∞+→∞+→ x
xlimx

x
xlimxkxflimb

xxx
. 

Следовательно, прямая  50 +⋅= xy  (то есть прямая  5=y ) является горизон-

тальной асимптотой правой части графика функции. Та же прямая  5=y   бу-

дет горизонтальной асимптотой и для левой части графика функции  (так как  

график функции симметричен относительно оси  Oy ). 

5. Найдем точки пересечения графика с осями координат. Пересечение 

с осью  Ox : 

0=f    ⇒   0
9

5
2

2
=

−x
x ,   ⇒   25x 0= ,   ⇒   0=x . 

Пересечение с осью  Oy : 

0=x    ⇒   0
90

05
2

2
=

−
⋅

=y . 

Следовательно, график функции пересекает обе координатные оси в 

начале координат ( )00;O . 

6. Найдем производную функции и критические точки первого рода. 

Имеем 

( )
( ) ( )2222

22

2

2

9
90

9
2925

9
5

−
−=

−

⋅−−⋅
⋅=

′








−

=′
x

x
x

xxxx
x

xf , 

⇒   а) 0=′f    при  0=x ;       б)  f ′  не существует при ( )fDx ∉±= 3 . 

Таким образом, критической точкой первого рода является только точ-

ка 0=x .   

Критическая точка 0=x  и точки разрыва 3±=x  разбивают область оп-

ределения функции на четыре части. Определим знак производной в каждой 

из них (рис. 9). 
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Рис. 9 

Следовательно, функция возрастает на интервалах  )3;( −−∞ ,  )0;3(− , и 

убывает на интервалах  )3;0(  и );3( ∞+ . Точка  0=x  – точка максимума. 

Максимум функции равен 

( ) 00 == yfmax . 

7. Найдем вторую производную функции и критические точки второго 

рода. Имеем 

( )
( ) ( )

( )
( )

( )32

2

42

222

22 9
3270

9
2929190

9
90

−

+
=

−

⋅−⋅⋅−−⋅
⋅−=

′












−
−=′′

x
x

x
xxxx

x
xf , 

⇒    а) 0≠′′f    при  )(yDx∈∀ ;        

б) f ′′  не существует при 3±=x , но в этих точках функция не непре-

рывна. 

Таким образом, критических точек второго рода функция не имеет.  

Значит, график функции не имеет точек перегиба.   

Точки разрыва 3±=x   разбивают область определения функции на три 

части. Определим знак второй производной в каждой из них (рис. 10).  

 
Рис. 10 

Следовательно, график функции выпуклый на интервале )3;3(−  и во-

гнутый на интервалах  )3;( −−∞  и );3( ∞+ .   

8. Область значений функции ( ) ( )50;\RyE = . 

3. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ
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9. На основании проведенного исследования строим следующий гра-

фик (рис. 11). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.9. Наибольшее (наименьшее) значение функции на отрезке 

Если функция непрерывна на отрезке, то она достигает на этом отрезке 

своего наибольшего и наименьшего значения. Эти значения функция может 

принимать либо во внутренней точке отрезка, либо на его границах. 

 

Правило нахождения наименьшего (наибольшего) значения функции 

( )xfy =  на отрезке [ ]b,a . 

1. Найти критические точки, лежащие внутри отрезка [ ]b,a . Вычислить 

значения функции в этих точках (не вдаваясь в исследование, будет ли в них 

экстремум функции).  

2.  Вычислить значения функции на концах отрезка, то есть найти ( )af  

и ( )bf . 

3. Сравнить полученные значения функции из п. 1. и 2. Самое большое 

 

x

5

3− 3

y

 
Рис. 11 
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из них будет наибольшим значением функции на рассматриваемом отрезке, 

самое меньшее – наименьшим значением функции на отрезке. 

 Пример 23. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 

( ) 23 6xxxf +=  на отрезке [ ]13;− . 

Решение. 1. Найдем критические точки функции, принадлежащие от-

резку [ ]13;− : 

xx'f 123 2 += , ( ) 040123 2 =+⇔=+ xxxx . 

Откуда 01 =x , 42 −=x . Точка 42 −=x  не принадлежит отрезку [ ]13;− , по-

этому ее оставляем без внимания; а ( ) 00 =f . 

2. Вычислим значение данной функции на концах отрезка: 

( ) 273 =−f ,     ( ) 71 =f . 

3. Сравнивая полученные значения, заключаем, что  

[ ]
( ) ( ) 273

13
=−=

−
fxfmax

;
, а 

[ ]
( ) ( ) 00

13
==

−
fxfmin

;
. 

 Пример 24. Найти наименьшее (наибольшее) значения функции 

xxxey 34 23 −−=  на отрезке [ ]41; . 

Решение. 1. Согласно алгоритму, находим первую производную и при-

равниваем ее к нулю:  

( ) ( ) 038334 234233434 232323
=−−=

′
−−=

′





=′ −−−−−− xxexxxeey xxxxxxxxx . 

Так как показательная функция не обращается в нуль, ни при одном значении 

Rx∈ , то 

0383 2 =−− xx . 

Решив последнее квадратное уравнение, находим его корни 
3
1

1 −=x , 

32 =x  – критические точки данной функции. Так как значение [ ]41
3
1 ;∉− , то 

его  не рассматриваем.  

Находим значения функции в критической точке, принадлежащей дан-

3. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ
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ному отрезку, то есть 3=x : ( ) 18
18 13

e
ey == − . 

2.  Находим значения функции на концах отрезка: ( ) 6
6 11

e
ey == − , 

( ) 12
12 14

e
ey == − . 

3. Сравнив полученные значения, заключаем, что 
[ ]

( ) ( ) 1841

13
e

yxymin
;

== , 

[ ]
( ) ( ) 641

11
e

yxymax
;

== . 

 

 Задачи для работы в аудитории 

26. Найти производные первого порядка. 

26.1. 42
5
1 23 −+−= xxxy . 26.2. 

1
12

2 −

+
=

x
xy . 

26.3. 2
93
xx

xy +−= . 26.4. 
x

xy 24 3 −= . 

26.5. xcos
xx

y 521
33 2
+−= . 26.6. xe

x
xy 5103

5
4 3 ++= . 

26.7. 
2
34 2

+
−

=
x

xxy . 26.8. 
63
510

4 −
−

=
x
ey

x

. 

26.9. ( )tgxxxy 42 −= . 26.10. ( ) arctgxxarccosxxf 2−= . 

26.11. 
arctgx
xy 12 +

= . 26.12.  
arcctgx
arctgxy = . 

26.13.  
1+

=
tgx

xcosy . 26.14.  
1

3
+

=
x

xarcsiny . 

26.15.  ( )423 += xsinxy . 26.16.  ( )35
3 −= xlogxy . 

26.17. ( )ctgxy x 614 −= . 26.18.  xlney x5= . 

26.19.  
xsin

y 1
= . 26.20.  xe

y
+

=
3

6  
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27. Найти производные функций. 

27.1. 452 −= xy . 27.2. ( )3 231 xy −= . 

27.3. ( )xarctgy −= 1 . 27.4. xcosy 5= . 

27.5. ( )xsiny 85−= . 27.6. ( ) 323 42 −−= xexy . 

27.7. xtgy 3= . 27.8. xctgey 4= . 

27.9.  43 += xey . 27.10.  ( )173 2 −= xtgy . 

27.11.  
x

cosy 35= . 27.12.  xarctgy 5= . 

27.13. 4

2

1
2

x
xarcsiny
+

= . 27.14. xlnxey
2

= . 

27.15.  ( ) xxcosxf 43 10 −=  27.16.  ( )xcossinxy 3=  

27.17.  xsiny 23= . 27.18. xcosxsiny += 34 . 

27.19.  




 −+= 12xxlny . 27.20.  ( )12 −= xlnlny . 

27.21.  
21 x

xarcsiny
−

= .  27.22.  
x

exsinxy
x−+

=
25

. 

27.23.  ( )3
2 2 xlogy x −= . 27.24.  ( )3 23 21 xsiny += . 

27.25. 154 −⋅+= xxarccosy . 27.26.  xlnxey 3= . 

27.27.  
xsin
xcosy

31
1 3

+
+

= . 27.28.  ( )
( )3 2312

23

72

43

xx

xxlny
+

−
= . 

27.29.  










−
+

=
1
22

x
xxlny . 27.30.  

xsin
y

−
=

5
2 . 

28. Найти производные функций в указанной точке. 

28.1. xarctgxy = , ( )1y′  − ? 28.2. 
x
xlny = , ( )ey′  −? 

28.3. 2( )
1

xf x
x

=
−

, ( )2f ′  − ? 28.4. 
6 357

1

xx
y

−−
= , 10 =x . 

3. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ
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29. Найти производные первого порядка. 

29.1. xxy
1

= . 29.2. 12 += xxy . 

29.3. ( ) 102 −+= xlnxy . 29.4. ( )xxcosy 4−= . 

29.5. ( ) xcostgxy = . 29.6. xlnxy = . 

29.7. ( ) xsinctgxy 2= . 29.8. ( ) 12 += xxarcsiny . 

29.9. ( )
21 xxarcsiny −= . 29.10. ( )xxlny = . 

30. Найти производные xy′  от неявных функций. 

30.1. 0=+ xlnyylnx . 30.2. ( ) 022 =+− yxcosexy . 

30.3. ( ) xyxarctg =+ . 30.4. ( ) 0=− xyarctgxy . 

30.5. xeyxxy 322 4 =+− . 30.6. ( ) 042 3 =−++ yyxysinx . 

30.7. 
( )

x
yx
ycos

=
+ 2 . 30.8. 0=+

x
y

x
ysin . 

31. Найти производные второго порядка функций. 

31.1. 102 += xey .  31.2. ( )xearctgy = . 

31.3. xcoslny = . 31.4. xsiny 32= . 

31.5. 
xcos

y 1
= . 31.6. 

52
1
+
−

=
x
xy . 

31.7. 




=
=

.arctgty
,tlnx

 31.8. 




+=
=

;ty
,tlnx

1
 

31.9. 






=

+=

;ty

,tx
5

3 1
 31.10. 





+=
+=

.tcosy
,tsintx

2
 

31.11. 








+=

+
=

.ty

,
t

x

1
1

1

2
 31.12. 









=

+=

.ty

,tx

2

2

2
1

1
 

32. С помощью правила Лопиталя вычислить пределы. 
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32.1. 





 −

→
xctg

x
lim
x

2
20

1 . 32.2. 
x
xlnlim

x +∞→
. 

32.3. ( ) 







−

−
+

→ xln
x

x
xlim

x 22
1

1
. 32.4. 2x

elim
x

x +∞→
. 

32.5. 
xsinx

eelim
xsinx

x −
−

→0
. 32.6. 

xsinx
xtgxlim

x −
−

→0
. 

32.7. 
xln

xlim
xln

x

−
→

3
1

. 32.8. ( )
103

3
2

2

2 −+
−

→ xx
xlnlim

x
. 

32.9. ( )
( )xtgln

xtglnlim
x 20→

. 32.10. x
x

xelim −

+∞→
. 

32.11. 
xsin

xcosxxsinlim
x 30

−
→

. 32.12. 
x

lim
xx

x

32
0

−
→

. 

32.13. ( ) 







−

+→ xxln
lim
x

1
1
1

0
. 32.14. 








−
−

→ 1
11

1 xxln
lim
x

. 

32.15. 





 −

→ xxsin
lim
x

11
0

. 32.16. ( )xln
xlim

x ++∞→ 1
. 

32.17. xarcsin
x

xlim
0→

. 32.18. x
x

exlim 12
0→

. 

32.19. ( )xx
x

elim
1

1+
∞→

. 32.20. ( )
( )bxcos
axcoslim

x −
−

→ 1
1

0
. 

33. Найти интервалы монотонности и экстремумы функций. 

33.1. ( ) xxxf 273 −= . 33.2. ( ) 2323 23 +⋅+⋅= xxxf . 

33.3. ( )13 −= xxy . 33.4. xxey +=
2

. 

33.5. 
x

ey
x

= . 33.6. 234
3
1

4
1 xxxy −+= . 

33.7. xlnxy 3= . 33.8. 2xlnxy += . 

33.9. 
1

2

+
=

x
xy . 33.10. 

1
1

2

2

+

++
=

x
xxy . 

3. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ
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33.11. ( ) 21

3

x
xxf
+

= . 33.12. 
x

xy 162 −= . 

34. Найти асимптоты графика функции. 

34.1. 
1

2

−
=

x
xy . 34.2. 

1
44 2

−
++

=
x

xxy . 

34.3. ( )
2

322

+

+−
=

x
xx

xf . 34.4. 
16

2
4

35

−

−
=

x
xxy . 

34.5. 
x
xlnxy += 5 . 34.6. 24 += xxey . 

34.7. 2
91
x

y −= . 34.8. 
1
43 2

−
−

=
x

xxy . 

35. Составить уравнение касательной и уравнение нормали к графику функ-

ции ( )xfy =  в указанной точке. 

35.1. ( ) 42 xxxf += , х0 = 1. 35.2. 12 +−= xxy , 10 −=x . 

35.3. 
12

4
+
−

=
x

xy , 00 =x . 35.4. 
1
1

−
+

=
x
xy , 20 =x . 

35.5. ( )
34

1
−

=
x

xf , 10 =x . 35.6. ( )
2
12

+
−

=
x
xxf , 10 −=x . 

35.7. 






−+=

−=

,tty

,tx

3

1
2

2
   ( )130 ;M . 35.8. 





=
=

,tsiny
,tcosx

4
2

    
40
π

=t . 

35.9. 






+−=

+−=

,tty

,ttx

34

33
2

2
   ( )110 −;M . 35.10. 





=
=

,tsiny
,tcosx

2
2

    
20
π

−=t . 

36. Исследовать функцию и построить ее график. 

36.1. 632 24 −−= xxy . 36.2. 21 xlny += . 

36.3. 
54
33

2

2

+−
+−

=
xx
xxy . 36.4. 

2
3 2

+
−

=
x

xy . 

36.5. 21 x
xy
+

= . 36.6. ( )
( )2

1 2

+
+

=
xx

xy . 
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36.7. 21
1

x
xy

+

−
= . 36.8. xe

xy = . 

36.9. 
xx

xy
2
1

2 −
−

= . 36.10. 
4

6
2

2

−
−

=
x

xy . 

37. Найти наибольшее и наименьшее значения функции ( )xfy =  на отрезке 

[ ]b;a . 

37.1. 23 3xxy −= , [ ]41;− . 37.2. xlnxy = , [ ]110 ;, . 

37.3. 
26 xxey −= , [ ]33;− . 37.4. 4108 xxy −= , [ ]41;− . 

37.5. 
x

xy 12 +=  , [
4
1 ; 4]. 37.6. 

x
xy

+
=

1
 ,  [1; 9]. 

37.7. 16162 −+=
x

xy , [1; 4]. 37.8. 32 x
xy
+

= , [ ]30; . 

37.9. xe
xy 1+

= , [ ]11;− . 37.10. 22
12

x
xy
+

−
= , [ ]02;− . 

38. Составить кластер «Производная функции». 

39. Написать эссе по одной из указанных тем.  

39.1. Производные функций в школьном курсе физики. 

39.2. Применение производных функций в науке и технике. 

39.3. Применение производных функций в химии.  

39.4. Применение производных функций в географии.  

39.5. Применение производных функций в электротехнике.  

39.6. Применение производных функций в экономике.  

39.7. Производные функций в задачах ЕГЭ. 

39.8. Численное дифференцирование в Excel. 

39.9. Применение производных при решении уравнений и неравенств.  

39.10. Пропедевтика производной функции в курсе решения текстовых задач.  

40. Решить творческое задание.  

40.1. Разработать алгоритм урока по теме «Геометрические приложения про-

изводной» (базовый уровень). 

3. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ
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40.2. Разработать олимпиадные задачи для школьников по теме «Экстре-

мальные задачи». 

40.3. Разработать олимпиадные задачи для школьников по теме «Применение 

производной к решению алгебраических задач». 

40.4. Разработать олимпиадные задачи для школьников по теме «Применение 

производной к решению геометрических задач». 

40.5. Разработать алгоритм урока по теме «Геометрические приложения про-

изводной» (профильный уровень). 
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4. ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 
 

4.1. Понятие неопределенного интеграла 

Функция ( )xF  называется первообразной функции ( )xf  на интервале 

( )b;a , если для любого ( )b;ax∈  выполнятся равенство: ( ) ( )xfxF =′ . Любые 

две первообразные функции ( )xf  отличаются друг от друга на произвольную 

постоянную.  

Совокупность первообразных ( ) CxF + , где C  – произвольная посто-

янная, функции ( )xf  на интервале ( )b;a  называется неопределенным инте-

гралом функции ( )xf : 

( ) ( ) CxFdxxf +=∫ , constC − . 

 

Основные свойства неопределенного интеграла 

1. ( ) ( ) Cxfdxxf +=′∫ . 

2. ( )[ ] ( )dxxfxfd =∫ . 

3. ( ) )()( xfdxxf =′∫ .  

4. ( ) ( )[ ] ( ) ( ) CxGxFdxxgxf +±=±∫ , где ( )xG  – первообразная функции 

( )xg . 

5. ( ) ( )∫∫ = dxxfAdxxAf , constA− . 

6. Если ( ) ( ) CxFdxxf +=∫ , то ( ) ( ) CbaxF
a

dxbaxf ++=+∫
1 , 

constb,a − , 0≠a . 

7. Если  ( ) ( ) CxFdxxf +=∫  и ( )uϕ  – любая дифференцируемая функ-

ция, то ( )[ ] ( )( ) CuFdxuf +=∫ ϕϕ . 

4.	ИН ТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 
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Таблица основных неопределенных интегралов 

1.  Cdu =⋅∫ 0 . 10.  ∫ +−= Cctgu
usin

du
2 . 

2.  Cudu +=∫ . 11.  
C

a
uarcsin

ua

du
+=

−
∫ 22

, 

aua <<− , 0>a . 

3.  C
n
uduu

n
n +

+
=

+

∫ 1

1
, 1−≠n . 12.  C

a
uarctg

aau
du

+=
+

∫
1

22 , 1−≠n . 

4.  Culn
u
du

+=∫ . 13.  C
au
auln

aau
du

+
+
−

=
−

∫ 2
1

22 . 

5.  C
aln

adua
u

u +=∫ , 0>a , 1≠a . 14.  Cauuln
au

du
+++=

+
∫ 2

2
. 

6.  Cedue uu +=∫ . 15.  Cucoslntgudu +−=∫ . 

7.  Cucosudusin +−=∫ . 16.  Cusinlnctgudu +=∫ . 

8.  Cusinuducos +=∫ . 17.  ∫ += Cutgln
usin

du
2

. 

9.  ∫ += Ctgu
ucos

du
2 . 18.  ∫ +






 += Cutgln

ucos
du

42
π . 

В приведенной таблице интегралов символ u  может обозначать как пе-

ременную, так и некоторую дифференцируемую функцию.  

 Пример 25. Найти интегралы.  

1. ∫ x
dx .  2. ∫ 102x

dx .  3. dxx
x

x∫ 





 −+− 8372 2 .  

Решение. Вычислим интегралы, используя свойства степеней и прави-

ла интегрирования. 

1. CxC
/

xC
/

xdxx
x
dx

x
dx //

/
/ +=+=+

+−
===

+−
−∫∫∫ 2

21121

21121
21

21 .  

2. C
x

CxCxdxx
x
dx

x
dx

+−=+−=+
+−

⋅===
−+−

−∫∫∫ 9

9110
10

1010 18
1

181102
1

2
1

2
1

2
. 



71

71 
 

3. =−+⋅−=





 −+−∫ ∫∫∫∫ − dxdxxdxxdxxdxx

x
x / 83728372 221

2  

=+⋅−⋅+
−

⋅−⋅=
−

Cxxx
/

x /
8

2
3

1
7

23
2

2123
.Cxx

x
xx +−++ 8

2
37

3
4 2  

 

4.2. Методы интегрирования 

А. Непосредственное интегрирование  

Метод непосредственного интегрирования заключается в применении 

тождественных преобразований с использованием свойств неопределенного 

интеграла, приводящих к одному или нескольким табличным интегралам.  

Б. Метод интегрирования подстановкой  

Метод интегрирования подстановкой (замены переменной) заключает-

ся в том, что вводится новая переменная ( )tx ϕ=  (то есть подстановка), при 

этом заданный интеграл приводится к новому интегралу с новой переменной: 

( ) ( )[ ] ( )∫∫ ′= dtttfdxxf ϕϕ . 

После интегрирования с новой переменной необходимо от переменной 

t  вернуться к переменной x  на основании равенства ( )tx ϕ= . 

В. Интегрирование методом по частям  

Метод интегрирования по частям основан на следующей формуле: 

∫∫ −= vduuvudv .             (1) 

Формула (1) называется формулой интегрирования по частям. Интег-

рирование методом по частям может применяться для интегрирования функ-

ций, представляющих собой произведения:  

1) степенной функции на тригонометрическую;  

2) степенной функции на показательную;  

3) степенной функции на логарифмическую.  

В первых двух случаях за u  принимают степенную функцию, в третьем 

случае за u  принимают логарифмическую функцию.  

Постоянная С , возникающая при нахождении функции v  не входит в 

4. ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 
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запись окончательного ответа, поэтому она исключается в процессе решения.  

 Пример 26. Найти интегралы. 

1. ∫ xdxsin
3
2 .  2. ∫ −10x

dx .   3. ( )∫ − dxx 731 . 

4. ∫
+ x

x

e

dxe

1
;   5. ∫

+
dx

xsin
xcos
24

.  6. ( )∫ − dxxcosx 112 .   

Решение. 1. Используя формулу dxydy ′= , где ( )xyy = , получаем 







=⇒=






 xddxdxxd

3
2

2
3

3
2

3
2 , 

тогда 

Cxcosxxdsinxdxsin +−=





= ∫∫ 3

2
2
3

3
2

3
2

2
3

3
2 . 

2. Путем подведения линейного множителя bkx +  под знак дифферен-

циала мы получаем один из табличных интегралов. Действительно,  

( ) dxxd =−10 . 

Тогда из табличной формулы 4 следует, что  

( ) Cxln
x
xd

x
dx

+−=
−
−

=
− ∫∫ 10

10
10

10
. 

3. Так как ( ) dxxd 331 −=− , то, используя табличный интеграл от сте-

пенной функции, получим 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) CxCxxdxdxx +
−

−=+
+

−
−=−−−=−

+

∫∫ 24
31

17
31

3
13131

3
131

817
77 . 

4. Введем новую функцию xet +=1 , ( ) dxeeddt xx =+= 1 , тогда исход-

ный интеграл сведется к табличному: 

CeCtdtt
t

dt

e

dxe x//
x

x
++=+===

+
∫∫∫ − 122

1
2121 . 

5.  Положим xsint = , ( ) xdxcosxsinddt == , тогда 

CxsinarctgCtarctg
t

dtdx
xsin

xcos
+=+=

+
=

+
∫∫ 22

1
22

1
44 22 . 
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6. Подынтегральная функция представляет собой произведение степен-

ной функции ( ) xxP =  и тригонометрической ( ) ( )112 −= xcosxQ , поэтом за u  

обозначим x , а за dv  оставшееся подынтегральное выражение: 

( )dxxcosdv 112 −= . Решение удобно записывать в виде таблицы: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =−=−−=−=

==
=−

∫∫ 112
2
1112112

2
1112112 xsinxdxcosvdxxcosdv

dxduxu
dxxcosx

 

( ) ( ) ( ) ( ) Cxcosxsinxdxxsinxsinx +−+−=−−−= ∫ 112
4
1112

2
1112

2
1112

2
1 . 

 Пример 27. Вычислить интегралы. 

1. ∫ +
+ dx
x

x
2

2

1
2 .   2. ∫ ++− 11 xx

dx .   

Решение. 1. Преобразуем данный интеграл: 

( ) Carctgxx
x

dxdxdx
x

xdx
x

x
++=

+
+=

+

++
=

+

+
∫∫∫∫ 11

11
1

2
22

2

2

2
. 

2. Умножим и разделим подынтегральную функцию на выражение, со-

пряженное знаменателю: 

( )( ) ( ) ( )
=

+−−

+−−
=

+−−++−
+−−

=
++− 22 11

11
1111

11
11

1

xx

xx
xxxx

xx
xx

 

( ) ( )11
2
1

11
11

+−−−=
+−−
+−−

= xx
xx

xx . 

Тогда получим 

( ) ( ) ( ) =++−−=+−−−=
++− ∫∫∫∫ dxxdxxdxxx

xx
dx // 2121 1

2
11

2
111

2
1

11
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
=+

+
+

−
−=+++−−−= ∫∫ C

/
x

/
xxdxxdx

//
//

23
1

2
1

23
1

2
111

2
111

2
1 2323

2121  

( ) ( ) Cxx +++−−= 33 1
3
11

3
1 . 

Г. Интегрирование рациональных функций 

Функция вида 

4. ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 



74
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ ДЛЯ ПЕДАГОГОВ

74 
 

( ) nn
nn

n axa...xaxaxP ++++= −
−

1
1

10 , 

где Nn∈ , ia , ( )n...,,,i 10=  – постоянные числа, называется многочленом 

степени n . 

Дробно-рациональной функцией (или рациональной дробью) называ-

ется выражение вида: ( )
( )xQ
xP

n

m , где ( )xPm  – многочлен m -й степени, ( )xQn  – 

многочлен n -й степени. Рациональная дробь называется правильной, если 

nm <  и неправильной, если nm ≥ . 

Всякую неправильную рациональную дробь ( )
( )xQ
xP , путем деления чис-

лителя на знаменатель, можно представить в виде суммы многочлена и пра-

вильной рациональной дроби: 

( )
( ) ( ) ( )

( )xQ
xRxL

xQ
xP

+= , 

где ( )xL  – частное, а ( )xR  – остаток от деления. 

Пусть знаменатель правильной рациональной дроби разлагается на 

множители: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ...qxpxqxpx...xxxxxQ
sskk 2121

22
2

11
2

21 ++++−−= ,    (2) 

причем уравнения 011
2 =++ qxpx , 022

2 =++ qxpx , … не имеют действи-

тельных корней.  

Примем без доказательства утверждение, что всякую правильную ра-

циональную дробь ( )
( )xQ
xP , знаменатель которой представим в виде (2) можно 

представить в виде суммы простейших рациональных дробей: 

( )
( ) ( ) ( )

+
−

++
−

+
−

=
1

1
2

1

2

1

1
k

k

xx
A...

xx
A

xx
A

xQ
xP  

( ) ( )
+

−
++

−
+

−
+

2
2

2
2

2

2

1
k

k

xx
B...

xx
B

xx
B …+ 
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( ) ( )
+

++

+
++

++

+
+

++

+
+

1

11

11
22

11
2

22

11
2

11
s

ss

qxpx

DxC
...

qxpx

DxC
qxpx

DxC  

( ) ( )
...

qxpx

GxF
...

qxpx

GxF
qxpx

GxF
s

ss +
++

+
++

++

+
+

++

+
+

2

22

22
22

22
2

22

22
2

11 , 

где все коэффициенты разложения уточняются в процессе разложения дроби. 

Примеры: представим в виде простейших дробей следующие рацио-

нальные дроби: 

1. 
531)5)(3)(1(

145 2

+
+

+
+

−
=

++−
+

x
C

x
B

x
A

xxx
x . 

Дробь правильная, многочлен в знаменателе уже разложен на простые 

множители, корни действительные и различные. Каждому действительному 

некратному корню многочлена в знаменателе соответствует простейшая 

дробь I типа с 1=n . 

2. 
3)3()3()3()3(

187
2344

2

+
+

+
+

+
+

+
=

+

−+
x

D
x

C
x

B
x

A
x

xx . 

Дробь правильная, многочлен в знаменателе имеет один корень кратности 4. 

3. .
51)5)(1(

425
2222

2

++

+
+

++

+
=

++++

++

xx
DCx

xx
BAx

xxxx
xx  

Дробь правильная, множители знаменателя нельзя разложить на мно-

жители, так как 0411 <−=D , 02012 <−=D , поэтому она сводится к сумме 

двух простейших дробей второго типа. 

4. .
1)1()1(

13
22222

2

++

+
+

++

+
=

++

−+

xx
DCx

xx
BAx

xx
xx  

5. 
( )( ) ( )

=
+−+++

−+

252

173
2222

4

xxxxxx

xx  

( ) 2552 22222 +−

+
+

++

+
+

++

+
+

+
++=

xx
MLx

xx
ECx

xx

FDx
x

C
x
B

x
A . 
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Интегрирование простейших рациональных дробей 

1. Интегралы вида 
( )∫

+ nbkx
Adx , Nn∈  вычисляются методом подведения 

выражения bkx +  под знак дифференциала.  

При 1=n , находим 

( ) Cbkx
k
A

bkx
bkxd

k
A

bkx
Adx

++=
+
+

=
+ ∫∫ ln . 

При 1≠n , получаем 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) C
nk

bkxAC
n
bkx

k
Abkxdbkx

k
A

bkx
Adx nn

n
n +

−
+

=+
+−

+
⋅=++=

+

−+−
−∫∫ 11

11
. 

2. Интегралы вида ∫
++

+ dx
cbxax

fex
2 . Возможны случаи: 

а) дискриминант квадратного уравнения 02 =++ cbxax  больше нуля 

( )0>D , тогда квадратный трехчлен в знаменателе подынтегральной функции 

раскладывается на множители: ( )( )21
2 xxxxacbxax −−=++ , где 1x , 2x  – 

корни квадратного уравнения 02 =++ cbxax .  

В этом случае подынтегральная функция представима в виде суммы 

двух простейших рациональных дробей: 

( )( ) ( ) ( )2121
2 xxa

B
xxa

A
xxxxa

fex
cbxax

fex
−

+
−

=
−−

+
=

++

+ , 

то есть исходный интеграл сводится к сумме двух интегралов вида 1;  

б) дискриминант квадратного уравнения 02 =++ cbxax  меньше нуля 

( )0<D . В этом случае выделяется полный квадрат в знаменателе подынте-

гральной функции:  

=









−+++=






 ++=++ 2

2

2

2
222

442
2

a
b

a
c

a
bx

a
bxa

a
cx

a
bxacbxax  











−+






 += 2

22

42 a
b

a
c

a
bxa ; 
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в) дискриминант квадратного уравнения 02 =++ cbxax  равен нулю 

( )0=D . В этом случае, если 0x  – корень уравнения, то знаменатель подынте-

грального выражения преобразуется к виду: ( )20xxa − . В результате получа-

ем интеграл вида: 

( )∫
−

+ dx
xxa
fex

2
0

, 

который легко вычислить с помощью подстановки txx =− 0 . 

3. Интегрирование дробей вида 
( )βcbxax

fex

++

+
2

, где дискриминант квад-

ратного уравнения 02 =++ cbxax  меньше нуля, а 2≥β , в данном пособии 

не рассматривается. 

 Пример 28. Найти интегралы. 

1. ∫
++

+ dx
xxx

x
23

23
23 .      2. ∫

+−

− dx
xx

x
54

3
2 . 

Решение. 1. Подынтегральная дробь – правильная, так как степень чис-

лителя меньше степени знаменателя. Разложим знаменатель подынтеграль-

ной функции на множители: 

( ) ( )( )212323 223 ++=++=++ xxxxxxxxx . 

Следовательно,  

( )( ) ( ) ( )
( )( )21

1221
2123

23
23 ++

++++++
=

+
+

+
+=

++

+
xxx

xCxxBxxxA
x

C
x

B
x
A

xxx
x . 

Дроби равны, равны знаменатели, следовательно, равны и их числите-

ли: 

( )( ) ( ) ( )122123 ++++++=+ xCxxBxxxAx .          (3) 

Равенство (3) выполняется для любого значения x . Подставам в левую 

и правую части значения аргумента 0=x , 1−=x , 2−=x : 

0=x :    122 =⇒= AA , 

1−=x : B=−1 , 

2−=x : 224 −=⇒=− CC . 
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Откуда  

2
2

1
11

23
23

23 +
−

+
−=

++
+

xxxxxx
x . 

Возвращаясь к исходному интегралу, получаем: 

=
+

−
+

−=







+
−

+
−=

++

+
∫ ∫ ∫∫∫ 2

2
12

2
1

11
23

23
23 x

dx
x
dx

x
dxdx

xxx
dx

xxx
x  

( )( )
C

xx
xlnCxlnxlnxln +
++

=++−+−= 221
221 . 

2. Выпишем квадратное уравнение 0542 =+− xx . Так как 01
4

<−=
D , 

то действительных корней нет. Выделим в знаменателе подынтегральной 

функции полный квадрат: 

( ) ( ) 125222254 22222 +−=+−+⋅−=+− xxxxx . 

Положим ( ) dxxddtxt =−=⇒−= 22 , 2+= tx  тогда 

( )
=

+
−

+
=

+
−

=
+−

−
∫∫∫∫ 111

1
12

3
2222 t
dt

t
tdtdt

t
tdx

x
x . 

( ) ( ) CxarctgxlnCarctgttln +−−+−=+−+= 212
2
11

2
1 22 . 

( ) CxarctgxxlnI +−−+−= 254
2
1 2 . 

Д. Интегрирование тригонометрических функций 

Тип I. 1. Интегралы типа xdxcosxsin nm∫ . Для вычисления таких инте-

гралов используются следующие приемы: 

1) если n  – целое положительное нечетное число, то в этом случае от-

деляют один множитель xcos  и заменяют функцию xsin  новой переменной: 

xsint = , xdxcosdt = ;  

2) если m  – целое положительное нечетное число, то в этом случае от-

деляют один множитель xsin  и заменяют функцию xcos  новой переменой: 

xcost = , xdxsindt −= ; 

3) если под знаком интеграла содержится xcos  или xsin  в четной сте-
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пени, то в этом случае используются формулы понижения степени 

2
212 xcosxsin −

= , 
2

212 xcosxcos +
= , xsinxcosxsin 2

2
1

= ; 

4) если nm +  – целое отрицательное число, то в этом случае применя-

ется подстановка tgxt = , 
xcos

dxdt 2= . 

 Пример 29. Вычислить интегралы. 

1. ∫ dx
xcos

xsin
5

3
.      2. ∫ xdxsin 42 .      3. ∫

++ 44 22 xcosxsin
dx . 

Решение. 1. Под знаком интеграла функция xsin  задана в нечетной 

степени, согласно правилу 2) (п. Д.) отделяем от нечетной степени один 

множитель и полагаем xcost = : 

( )
=

−=
=

=
−

== ∫∫∫ xdxsindt
xcost

dx
xcos

xsinxcosdx
xcos

xsinxsindx
xcos

xsin
5

2

5

2

5

3 1  

( )
=++=++

−
−=+−=

−
−=

−
−− ∫∫∫ Ct

t
C

/
t

/
tdttdttdt

t
t //

//
/ 2

3

2
2123

1
3

2123
2125

25

2
 

Cxcos
xcos

++= 2
3

2
3

. 

2. Применяя формулу понижения степени (правило 3), данный инте-

грал сводим к табличному: 

( ) ( ) =−=−=−= ∫∫∫∫∫ xxdcosxxdxcosdxdxxcosxdxsin 88
16
1

2
18

2
1

2
181

2
142  

Cxsinx +−= 8
16
1

2
1 . 

3. Используя основное тригонометрическое тождество, четверку в зна-

менателе можно записать в виде: ( )xsinxcos 224144 +⋅=⋅= . Выполним пре-

образования:   

( ) =+++
=

++
∫∫ xsinxcosxcosxsin

dx
xcosxsin

dx
222222 4444
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( )∫∫
+

=
+ 8585 2222 xtgxcos

dx
xcosxsin

dx . 

Полагаем tgxt = , 
xcos

dxdt 2= : 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
=

+
=

+
=

+
=

+
∫∫∫∫ 2222222 85

5
5

1

858585 t

td

t

dt
t
dt

xtgxcos
dx  

CtgxarctgCtarctg +==+=
22

5
102

1
8
5

40
1 . 

Тип II. Интегралы вида ∫ bxdxsinaxsin , ∫ bxdxcosaxcos , 

∫ bxdxcosaxsin  вычисляются путем преобразования подынтегральных функ-

ций: 

( ) ( )( )βαβαβα ++−= sinsinsinsin
2
1 , 

( ) ( )( )βαβαβα ++−= coscoscoscos
2
1 , 

( ) ( )( )βαβαβα +−−= coscoscossin
2
1 . 

 Пример 30. Найти интеграл ∫ xdxcosxsin 54 . 

Решение.  

( )[ ] =−=−−= ∫∫∫∫ xdxcosxdxcosdxxcosxcosxdxcosxsin 9
2
1

2
19

2
154  

Cxsinxsin +−= 9
18
1

2
1 . 

Тип III. Интегралы вида ( )∫ dxxcos;xsinR , где R  – рациональная 

функция относительно функций xsin  и xcos , вычисляются с помощью уни-

версальной тригонометрической подстановки 
2
xtgt = . Тогда  

22 1
2

2
1

2
2

t
t

xtg

xtg
xsin

+
=

+
= , 2

2

2

2

1
1

2
1

2
1

t
t

xtg

xtg
xcos

+
−

=
+

−
= , 
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21
22

t
dtdxarctgtx
+

=⇒= . 

 Пример 31. Найти интеграл: ∫ + xcos
dx
53

. 

Решение. Полагая 
2
xtgt = , получаем: 

( ) ( ) =
−

=
−

=












+
−

++

=
+ ∫∫∫∫ 22

2

2
2 428

2

1
1531

2
53 t

dt
t

dt

t
tt

dt
xcos

dx  

Cxtg

xtg
lnC

t
tln +

−

+
=+

−
+

=
2

2

2
2

4
1

2
2

4
1 . 

Е. Интегрирование некоторых иррациональных выражений 

Тип 1. Интегралы вида  

∫ 




 − dxxa;xR 22 , ∫ 





 + dxxa;xR 22 , ∫ 





 − dxax;xR 22 , 

где R  – рациональная функция, находятся с помощью подстановок: 

tsinax = ,    atgtx = , 
tcos

ax = . 

Тип II. Интегралы вида ∫ 





 k k

n mn mn m x...;;x;x;xR 2 21 1  упрощаются с 

помощью подстановки ntx = , где n  – наименьшее общее кратное чисел 1n , 

2n , …, kn .  

Наиболее простым случаем является интеграл вида ∫ 




 n mx;xR , кото-

рый рационализируется с помощью замены ntx = . 

Обобщением интегралов данного вида являются интегралы вида: 

∫ 




















+
+









+
+









+
+ k

k
n

m
n

m
n

m

dcx
bax

dcx
bax

dcx
baxxR ...;;;; 2

2
1

1
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Для их вычисления используется подстановка: nt
dcx
bax
=

+
+ , где n  – наи-

меньшее общее кратное чисел 1n , 2n , …, kn . 

 Пример 32. Найти интеграл ( )∫
+
− dx

xx
x

1
2

3 . 

Решение. Здесь x  входит в подынтегральную функцию с дробными 

показателями 1/2 и 1/3. Поэтому применяем подстановку 6tx = , откуда 

dttdx 56= ,    3tx = ,    23 tx =  

и данный интеграл принимает вид 

( ) ( ) ( )∫∫∫∫
+

+
−=








+

+
−=

+

−
=

+
− dt

tt
ttdt

tt
tdtt

tt
tdx

xx
x

1
2662166

1
2

1
2

23
5

26

3

3 . 

Для нахождения последнего интеграла разложим подынтегральную 

дробь на простейшие дроби: 

( ) 11
2

22 +

+
+=

+

+

t
CBt

t
A

tt
t , 

откуда 

( ) ( )tCBttAt +++==+ 12 2 . 

Сравнивая коэффициенты при одинаковых степенях t , находим 2=A , 

2−=B , 1=C . Следовательно,  

( ) ( ) Carctgttlntlntdt
t

t
t

tdtt
tt

t
+−++−=








+
−

+−=
+
−

∫∫ 616126
1

212666
1

2 2
2

5
26

3
. 

Возвращаясь к старой переменной x , окончательно получим 

( ) ( ) Cxarctgxlnxlnxdx
xx

x
+−++−=

+
−

∫ 6366
3 616126

1
2 . 

Тип III. Интегралы от функций, содержащих квадратный трехчлен под 

знаком корня: 

∫
++

+ dx
cbxax

BAx
2

,   ∫ ++ dxcbxax2 . 

Для их решения выделяют полный квадрат под знаком корня, после че-
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го интеграл рационализируется либо посредством необходимой подстановки, 

либо подведением под знак дифференциала. 

 Пример 33. Вычислить интеграл: ∫
++

− dx
xx

x

22

13
2

.  

Решение. Выделим в подкоренном выражении полный квадрат: 

( ) 11111222 222 ++=++⋅+=++ xxxxx . 

Полагаем, 1+= xt , dtdx = , тогда 1−= tx  и исходный интеграл преоб-

разуется к виду: 

( )
=

+

−
=

++

−
=

++

−
∫∫∫ dt

t

tdx
x

xdx
xx

x

1

43

11

13

22

13
222

 

( ) ( ) ( ) =++−+
⋅

=
+

−++= ∫∫
−

141
2
23

1
411

2
3 22

1
2

2
22

1
2 ttlnt

t

dttdt  

Cxxxlnxx +++++−++= 2214223 22 . 

 

 Задачи для работы в аудитории 

41. Вычислить интегралы. 

41.1. ∫ dxx5 2 . 41.2. ∫ 2x
dx . 

41.3. ( )∫ + dxx
22 12 . 41.4. ( )∫ +− dxxex 432 2 . 

41.5. ∫ 3 7x

dx . 41.6. ( )∫ + dxxx
23 . 

41.7. ∫
−+ dx

x
xx 532 3 2

. 41.8. ∫
− dx

x
xx

2

3 5

3
5 . 

41.9. ∫
+− dx

x
xxx 54cos 2

. 41.10. ∫
+− dx

x
xex x 32 . 

41.11. ∫ + 52x
dx . 41.12. ∫ xcos

dx
62 . 

4. ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 



84
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ ДЛЯ ПЕДАГОГОВ

84 
 

41.13. ( )∫ + dxxsin 32 . 41.14. ( )∫ − dxxtg 5 . 

41.15. ∫ − dxx1123 . 41.16. ( )∫ − dxx 541 . 

41.17. ( )∫ − dxxcos 4 . 41.18. ∫ − dxe x 111 . 

41.19. 
( )∫
− 365 x
dx . 41.20. ∫ + 49

3
x
dx . 

41.21. ∫ − dxx5 82 . 41.22. ( )∫ − dxx 753 . 

41.23. ∫ −3 65
2
x
dx . 41.24. ∫

+ 79 2x
dx . 

41.25. ∫
−14 2x

dx . 41.26. ∫ + 2516 2x
dx . 

42. Вычислить интегралы методом подстановки. 

42.1. ∫ dx
x

xln2
 ( xlnt = ). 42.2. ∫ dx

x
e x

. 

42.3. ∫ xdxcosxsin5 4  ( xsint = ). 42.4. ∫ xdxsine xsin 2
2

. 

42.5. ∫
+ 23 x

x

e
dxe  ( 23 += xet ). 42.6. ∫ dx

x
xlncos . 

42.7. ∫ xcos
xdxsin
2  ( xcost = ). 42.8. ∫ +

dx
x

arctgx
2

3

1
. 

42.9. ∫
− 254 x
xdx  ( 254 xt −= ). 42.10. ( )∫ − 52 xlnx

dx . 

42.11. ∫
+ x

x

e
dxe

24
 ( xet = ). 42.12. ∫ + 41

2
x

xdx . 

42.13. ∫ + dxxe x 57 2
 ( 57 2 += xt ). 42.14. ∫ + dxxesin xcos 45 . 

42.15. ( )∫ − dxxx
52 43 . 42.16. ∫ xsin

xdxcos . 

42.17. ∫ xcosxtg
dx

25 . 42.18. ∫
+

dx
xsin

e ctgx

2

103

. 
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42.19. ∫ +16xlnx
dx . 42.20. ( )∫ + dxee xx 9

45 . 

42.21. ∫
−

dx
x

xarcsin
2

8

1
. 42.22. ( )

∫
− dx

x
xln 652 . 

42.23. ( )∫ + xx
dx
1

. 42.24. ∫
+10

2
2 xsin

xdxsin . 

42.25. 
( )∫
+

43

2

1 x

dxx . 42.26. ∫
−

dx
x

e xarcsin

21
. 

42.27. ∫
+ 816

2

x
dxx . 42.28. 

( )∫
+ 35xlnx

dx . 

42.29. ∫ +154 xsin
xdxcos . 42.30. ∫ +

− dx
xcosxsin
xsinxcos . 

42.31. ( )∫ + dxxcosx 32 25 . 42.32. ( )∫ − dxxcosx 125 2 . 

43. Вычислить интегралы методом интегрирования по частям. 

43.1. ∫ dx
x

xln
2  ( xlnu = , 2x

dxdv = ). 

43.2. ∫
xsin

xdx
2  ( xu = , 

xsin
dxdv 2= ). 

43.3. ∫ arctgxdx  ( arctgxu = , dxdv = ). 

43.4. ( )∫ − xdxcosx 12  ( 12 −= xu , xdxcosdv = ). 

44. Вычислить интегралы. 

44.1. ∫ xdxln . 44.2. ∫ xdxarcsin . 

44.3. ( )∫ + xdxcosx 53 . 44.4. ( )∫ − dxxsinx 43 . 

44.5. ∫ − dxx21 . 44.6. ( )∫ + dxex x54 . 

44.7. ∫ xdxlnx . 44.8. ∫ + dxex x 432 . 

44.9. ∫ − dxxe x2 . 44.10. ∫ xdxlnx4 . 

44.11.  ∫ xdxln2 . 44.12.  ∫ xdxsinx2 . 

4. ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 
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44.13.  ( )∫ + xdxsinx 254 . 44.14.  ∫ dx
x

xln
3

. 

45. Вычислить интегралы. 

45.1. ∫
+ 2

3

1 x
dxx . 45.2. ∫ − x

dx
23

. 

45.3. 
( )∫

− 1113x
dx . 45.4. 

( )∫
+ 25x
dx . 

45.5. ( )( )∫ −− 21 xxx
dx . 45.6. ( )( )dx

xx
x

∫ −+
+

25
32 . 

45.7. 
( )( )∫

+− 211 xx
xdx . 45.8. ( )( )∫ ++ 121 xx

xdx . 

45.9. ( )
∫

+−
−

78
2

2 xx
dxx . 45.10. ( )

∫
+−

−
65

4
2 xx

dxx . 

45.11. ∫
++ 2042 xx

dx . 45.12. ( )
∫

++
+

1322
5

2 xx
dxx . 

45.13. ∫
−

+− dx
xx

xx
2

2 42 . 45.14. dx
xxx

x
∫

+−
−

234

3

2
13 . 

46. Вычислить интегралы. 

46.1. ∫ xdxcos 82 . 46.2. ( )∫ + dxxtg 172 . 

46.3. ( )∫ dxxctg 22 . 46.4. ∫ xdxsin3 . 

46.5. ∫ xdxcosxsin 33 . 46.6. ( )∫ − dxxsin 452 . 

46.7. ∫ xdxsinxcos 103 . 46.8. ∫ xdxcosxsin 52 . 

46.9. ∫ dx
xcos

xsin
5 2

3
. 46.10. ∫ dx

xcos
xsin

4

3
. 

46.11. ∫
+− xsinxcos

dx
22 534

. 46.12. ∫
+ xcosxsin
dx

22 3
. 

47.  Вычислить интегралы. 
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47.1. ∫ dx
xcos

xsin
3

. 47.2. ∫
+ xsin

dx
21

. 

47.3. ∫ xdxcos 54 . 47.4. ∫ xdxsin 24 . 

47.5. ∫ xdxcosxcos 53 . 47.6. ∫ xdxsinxsinxsin 497 . 

47.7. ∫ − xcosxsin
dx

3
. 47.8. ∫ − xcosxsin

dx . 

47.9. ∫ xdxcos5 . 47.10. ∫ xdxcosxsin 3 . 

47.11. ∫ + xsin
dx

1
. 47.12. ∫ + xcos

xdxcos
1

. 

48. Вычислить интегралы. 

48.1. ∫ − dxx24 . 48.2. ∫ + dxx29 . 

48.3. ∫ ++ dxxx 542 . 48.4. ∫ − dxx 14 2 . 

48.5. ∫ −+ 11 x
xdx . 48.6. ∫ ++

++ dx
x
xx

11
1 . 

48.7. ∫
−−− 3 1212 xx

dx . 48.8. ∫
+−+ 3 11 xx

xdx . 

48.9. ∫ +
dx

x
x

1

3 2
. 48.10. ∫

− 43 2 xx

dxx . 

49. Вычислить интегралы. 

49.1. 
( )∫ −− 1313 xx

xdx . 49.2. ∫
++ 522 xx

dx . 

49.3. 
136 +++ xxx

dx . 49.4. ∫ − xx
dx

43
. 

49.5. ∫
−− xx

dx

6915 2
. 49.6. ∫

−− 2082 xx

dx . 

49.7. ∫
− xx

dx

22
. 49.8. ∫

− 2xx

dx . 

4. ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 
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49.9. ∫
−− 2280 xx

dx . 49.10. ( )
∫

+−

−

186

13
2 xx

dxx . 

49.11. ∫
+

− dx
x

x
24

32 . 49.12. ( )
∫

−+

−
225

118

xx

dxx . 

 

4.3. Определенный интеграл  

  Если функция ( )xfy =  непрерывна на отрезке [ ]b;a  и ( )xF  – какая-

либо ее первообразная на отрезке [ ]b;a , то имеет место формула Ньютона-

Лейбница: 

( ) ( ) ( )aFbFdxxf
b

a
−=∫ . 

Введем обозначение ( ) ( ) ( )b
axFaFbF =− , тогда формула Ньютона – 

Лейбница запишется в виде: 

( ) ( )b
a

b

a
xFdxxf =∫ . 

Свойства определенных интегралов 

1. ( ) ( )( ) ( ) ( )∫ ∫∫ ±=±
b

a

b

a

b

a
dxxgdxxfdxxgxf . 

2. ( ) ( )∫∫ ⋅=⋅
b

a

b

a
dxxfAdxxfA , constA− . 

3. ( ) ( ) ( )∫∫∫ +=
b

c

c

a

b

a
dxxfdxxfdxxf , ( )b;ac∈ . 

4. Если ( ) 0≥xf  на [ ]b;a , то ( ) 0≥∫
b

a
dxxf . 

5. Если ( ) ( )xgxf ≤  [ ]b;ax∈∀ , то  

а) ( ) ( )∫∫ ≤
b

a

b

a
dxxgdxxf ; 



89

89 
 

б) ( ) ( )∫∫ ≤
b

a

b

a
.dx|xf||dxxf|   

6. Теорема о среднем: [ ]b;a∈∃ξ , ( ) ( )( )abfdxxf
b

a
−=∫ ξ , где ( )xf  − не-

прерывна на отрезке [ ]b;a  функция. 

7. ( ) 0=∫
a

a
dxxf . 

8. ( ) ( ) .dxxfdxxf
a

b

b

a
∫∫ −=  

 Пример 34. Вычислить интегралы.  

1.  ∫
−+2

1
2

2 43 dx
x

xx
.      2.  dxxe x∫ −

1

0

2
.     3. ∫

2

0

π

dxxcosx .  

Решение. 1.  

=−+=
−+

∫∫∫∫ −
2

1

2
2

1

2

1

2

1
2

2
4343 dxx

x
dxdxdx

x
xx

 

( ) 1231
2
1412312143

2

1

2
1

2
1 −=






 −+−+−=++= lnlnln

x
xlnx . 

2. Решим данный интеграл методом подстановки. При вычислении 

определенного интеграла с помощью подстановки необходимо изменить 

пределы интегрирования для новой переменной, при этом, после нахождения 

первообразной, возвращаться к старой переменной не нужно, непосредствен-

но используя формулу Ньютона – Лейбница. 

Положим, 2xt −= , тогда ( )
2

22 dtxdxxdxdxxdt −=⇒−=
′

−= . Переходя к 

новой переменной, мы обязательно должны перейти и к новым пределам ин-

тегрирования для переменной t . Для этого подставим нижний и верхний 

пределы интегрирования в функцию 2xt −= : 

4. ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 
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( ) 000 =⇒= tx , 

( ) 111 −=⇒= tx . 

Следовательно,  

∫∫
−

− =−=
1

0

1

0 2
12

dtedxxe tx  =−
−1

02
1 dtet

e
e

e 2
111

2
1 −

=





 −− . 

3. Пусть ( )xuu =  и ( )xvv =  − непрерывные функции вместе со своими 

первыми производными на [ ]b;a , тогда справедлива формула интегрирования 

по частям: 

.vduvuudv
b

aa

bb

a
∫∫ −⋅=  

В соответствии с формулой интегрирования по частям находим: 

=−=
==
==

= ∫∫
2

0

2
0

2

0

π
π

π

dxxsinxsinx
xsinvdxxcosdv

dxduxu
dxxcosx  

1
22

2
0 −=+=

ππ
π

xcos . 

 

4.4. Несобственные интегралы первого рода и второго рода 

А. Несобственный интеграл 1 рода  

Пусть функция ( )xf  интегрируема на произвольном промежутке [ ]b;a . 

Несобственные интегралы первого рода определяются следующим образом: 

( ) ( )∫∫
+∞→

+∞
=

b

aba
dxxflimdxxf , ( ) ( )∫∫ −∞→∞−

=
b

aa

b
dxxflimdxxf ,        (4) 

( ) ( ) ( )∫∫∫
+∞

∞−

+∞

∞−

+=
c

c
dxxfdxxfdxxf , 

где c  – произвольное число.  

Если пределы в правых частях равенств (4) конечные, то говорят, что 

несобственные интегралы сходятся. Если же указанные пределы не сущест-
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вуют или они бесконечны, то говорят, что интегралы расходятся. 

Б. Несобственный интеграл 2 рода  

Пусть функция ( )xf  непрерывна на промежутке [ )b;a  и имеет беско-

нечный разрыв в точке bx = . Несобственный интеграл второго рода опреде-

ляется формулой: 

( ) =∫
b

a
dxxf ( )∫

−

→

ε

ε

b

a
dxxflim

0
.               (5) 

Если предел в правой части равенства (5) конечен, то несобственный 

интеграл называют сходящимся.  

Аналогично, если функция ( )xf  непрерывна на промежутке ( ]b;a  и 

терпит бесконечный разрыв в точке ax = , то несобственный интеграл второ-

го рода определяют формулой 

( ) ( )∫∫
+→

=
b

a

b

a
dxxflimdxxf

εε 0
.               (6) 

Если функция терпит разрыв во внутренней точке отрезка [ ]b;a , то не-

собственный интеграл второго рода определяется формулой: 

( ) ( ) ( )∫∫∫ +=
b

c

c

a

b

a
dxxfdxxfdxxf .          (7) 

В этом случае интеграл, стоящий в левой части равенства (7) называет-

ся сходящимся, если оба несобственных интеграла в правой части (7) сходят-

ся. 

 Пример 35. Исследовать на сходимость несобственные интегралы.  

1. ∫
∞+

+

1

42 2
dxxe x .   2. ∫

∞+

∞− ++ 542 xx
dx . 

Решение. 1. По определению несобственного интеграла первого рода 

имеем  

( )
( ) ( )

=
+===+=

==+=== ∫∫ +

+∞→

∞+
+

42442
61142
22

2

1

42

1

42 22

bbtbxxdxxddt
txxtdxxelimdxxe

b
x

b
x
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( ) ∞=−=




 −=== ∞++

+∞→

+

+∞→

+

+∞→
∫ 664242

6

42

6 4
1

4
1

4
1

4
1 222

eeeelimelimdtelim b
b

bt
b

b
t

b
. 

Вывод: интеграл расходится. 

2. Находим 

=
++

+
++

=
++

∫∫∫
∞→−∞→

∞+

∞−

c

ccc xx
dxlim

xx
dxlim

xx
dx

0
2

0

22 545454
 

( ) ( )
=

++
+

++
= ∫∫

∞→−∞→

c

ccc x
dxlim

x
dxlim

0
2

0

2 1212
 

( ) ( ) =+++=
+∞→−∞→

c

ccc
xarctglimxarctglim 0

0 22  

( )[ ] ( )[ ]=−+++−=
+∞→−∞→

2222 arctgcarctglimcarctgarctglim
cc

 

( ) ( ) πππ
=+






−−=∞++∞−−=

22
arctgarctg . 

 Пример 36. Найти значения интегралов или доказать, что они рас-

ходятся. 

1. 
( )∫
−

2

0
22x

dx .  2. ∫
+

2

0
2 2xx
dx . 

Решение. 1. Подынтегральная функция терпит разрыв в точке 2=x  

( ) 









∞=

−→ 22 2
1

x
lim
x

. По формуле (5) находим: 

( ) ( )
=

−
−=

−
=

−

−

→

−

→
∫∫

ε

ε

ε

ε

2

00

2

0
20

2

0
2 2

1
22 x

lim
x

dxlim
x

dx  

∞=+=







−
−

−−
−=

→ 2
1

0
1

2
1

22
1

0 εε
lim . 

Следовательно, интеграл расходится.  

2. При 0→x  функция ∞→
+ xx 2
1

2 . Согласно формуле (6) имеем 
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( )
( )

=
−+

+
=

−++
=

+
=

+
∫∫∫∫
+→+→+→

2

0
20

2

0
20

2

0
20

2

0
2 11

1
11222 εεεεεε x

xdlim
xx

dxlim
xx

dxlim
xx

dx  

+∞=





 −=








+

−=
++
−+

=
→+→

0
2
1

2
1

22
1

2
1

11
11

2
1

0

2

00
lnlnlnlnlim

x
xlnlim

ε
ε

εεε
. 

Следовательно, интеграл расходится.  

 

 Задачи для работы в аудитории 

50. Вычислить интегралы. 

50.1. ( )∫ −
2

0

2 13 dxx . 50.2. ( )∫ −
1

0

24 dxxx . 

50.3. ∫
2

0
3

π

xdxsin . 50.4. ( )∫ +
2

0
12

π

dxxcos . 

50.5. ∫
−

−
1

2

42 dxe x . 50.6. ∫
+−2

1

4 123 dx
x

xx . 

50.7. ( ) dxxsinx∫ +
π

0
24 . 50.8. ∫

π

0
3xdxcosx . 

50.9. ∫
e

dx
x

xln

1

3
. 50.10. ∫

−

2

1
2 45x
xdx . 

50.11. ∫
++

e

xx
dx

1
2 22

. 50.12. ∫ +

4

01 x
dx . 

50.13. ∫
++

3

1
2 23xx

xdx . 50.14. dx
x

x
∫ +

1

01
. 

50.15. ∫
+

3

1
2xx

dx . 50.16. ∫
+

3

1
2xx

dx . 

50.17. ∫ ++

4

0 121 x
dx . 50.18. ∫ ++

4

0 121 x
dx . 

4. ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 
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50.19. ( )∫ −
2

1

2 22 dxxcosx . 50.20. ∫
e

xdxlnx
1

4 . 

50.21. ( )∫ −
2

0

232 8 dxxx . 50.22. ∫ −
1

0

54 dxxe x . 

50.23. ∫
+

1

0 1xe
dx . 50.24. ∫

π

π 2/
xdxcosxsin . 

50.25. ∫ −
5

4

2 16dxxx . 50.26. ∫
3

0
arctgxdx . 

51. Вычислить несобственные интегралы или установить их расходимость. 

51.1. ∫
∞− +

0

21 x
dx . 51.2. 

( )∫
∞+

e xlnx
dx

3 . 

51.3. ∫
∞+

−

0

2
dxxe x . 51.4. ∫

∞+
−

0

4 dxe x . 

51.5. ∫
∞+

∞− ++ 522 xx
dx . 51.6. ∫

∞+

∞− ++ 1062 xx
dx . 

51.7. 
( )∫

∞

+1
32x

dx . 51.8. ∫
∞+

+1 1
dx

x
x . 

51.9. ∫
∞+

0
xdxarctg . 51.10. ∫

∞+

∞−
dxxe x2 . 

51.11. ∫
∞+ +

1

1 dx
x

xln . 51.12. ∫
∞+

+0
3 12x

dx . 

52. Вычислить несобственные интегралы или доказать, что они расходятся. 

52.1. ∫
−

1

0 21 x

dx . 52.2. 
( )∫
−

3

0
23x

dx . 

52.3. 
( )∫

2

1
2xlnx

dx . 52.4. ∫
−

−1

1

3 dx
x

x . 
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52.5. ∫
1

0

5
dx

x
xln . 52.6. ∫

− +

0

4
3 4x

dx . 

52.7. ∫
−

2

0
3 1 x

dx . 52.8. ∫ −

5

0 5 x
dx . 

52.9. ∫
1

0
xdxln . 52.10. ∫

− +

0

1 1x
dx . 

 

4.5. Некоторые геометрические приложения определенных инте-

гралов 

А. Вычисление площадей плоских фигур 

Существует несколько формул для вычисления площадей плоских фи-

гур. 

Пусть функция ( )xfy =  неотрицательна 

и непрерывна на отрезке [ ]b;a , тогда площадь 

криволинейной трапеции, заключенной между 

графиком функции ( )xfy = , осью Ox  и двумя 

прямыми ax =  и bx = , численно равна опре-

деленному интегралу  

( )∫=
b

a
dxxfS . 

Площадь фигуры, заданной в декартовой 

системе координат, ограниченной линиями: 

( )xfy 1=  – сверху, ( )xfy 2=  – снизу, слева пря-

мой ax = , справа прямой bx =  определяется 

формулой  

( ) ( )[ ]∫ −=
b

a
dxxfxfS 21 . 

b a x  

y  ( )xfy 1=  

( )xfy 2=  

b a x  

y  
( )xfy =  

4. ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 
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Площадь фигуры, ограниченной  кривой, заданной параметрическими 

уравнениями ( )xfy = , [ ]b;ax∈  ⇔  
( )
( )




=
=

;tyy
;txx [ ]βα ;t∈ , определяется форму-

лой 

( ) ( )∫ ′⋅=
β

α
dttxtyS . 

Площадь фигуры, заданной в полярной сис-

теме координат, ограниченной кривой ( )ϕρρ =  и 

лучами αϕ = , βϕ = , определяется формулой 

( )∫=
β

α
ϕϕρ dS 2

2
1 . 

Б. Вычисление длины дуги кривой 

Для кривой, заданной в декартовых 

координатах уравнением ( )xfy = , [ ]b;ax∈ , 

длина дуги находится по формуле 

( )( )∫ ′+=
b

a
AB dxxfl 21 . 

Для кривой, заданной параметрическими уравнениями ( )xfy = , 

[ ]b;ax∈  ⇔  
( )
( ) [ ]βα ;t

;tyy
;txx

∈




=
=

, длина дуги находится по формуле  

( )( ) ( )( )∫ ′+′=
β

α
dttytxlAB

22 . 

Для кривой, заданной в полярных ко-

ординатах уравнением ( )ϕρρ =  [ ]βαϕ ;∈ , 

длина дуги находится по формуле  

( ) ( )( )∫ ′+=
β

α
ϕϕρϕρ dlAB

22 . 

( )ϕρρ =  

О ρ  

 β 

 α 

b a 
x  

y  
( )xfy =  

B 

A 

( )ϕρρ =  

О 

 α 

  β 
  B 

 A 
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В. Вычисление объемов тел 

вращения 

Пусть функция ( )xfy =  непре-

рывна на отрезке [ ]b;ax∈ . Тогда объ-

ём тела, полученного вращением во-

круг оси Ox  криволинейной трапеции, 

ограниченной сверху графиком функ-

ции ( )xfy = , снизу Ox , определяется 

формулой: 

( )∫=
b

a
x dxxfV 2π .   (8)  

Если криволинейная трапеция 

ограниченна графиком непрерывной 

функции ( )yx ϕ=  и прямыми 0=x , cy = , dy =  ( )dc < , то  объём тела, обра-

зованного вращением этой трапеции вокруг оси Oy , равен:  

( )∫=
d

c
y dyyV 2ϕπ . 

 Пример 37. Вычислить объём тела вращения вокруг оси Ox  фигуры, 

ограниченной линиями: xsiny = , 0=a , π=b  (рис. 12). 

Решение. По формуле (8) находим. 

∫ =






 −

==−=
π

π
0

22
2

21 xcosxsinxdxsinVx

=









−=

−
∫∫∫
πππ ππ
000

2
22

21 dxxcosdxdxxcos  

  0 x  

y  

  b   a 

( )xfy =  

  0 x  

y  

 d 

  c 

( )yx ϕ=
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=













 −−






 −=






 −= 0

2
102

2
1

20
2

2
1

2
sinsinxsinx πππππ .

22

2πππ
=⋅  

Рис. 12 

 

 Задачи для работы в аудитории 

53. Вычислить площадь заштрихованной части фигуры. 

53.1.  53.2.  

53.3.  53.4.  

xy sin=  

  0 x  

y  

  π 
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54. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями. 

54.1. 24 xy −= , 0=y . 

54.2. 2xy = , 22 xy −= . 

54.3. 4=xy , 4=x , 4=y , 0=x , 0=y . 

54.4. 2xy = , 22 xy −= , 2xy −= , 02 =++ yx . 

54.5. 2
16
x

y = , 217 xy −= , 0>x . 

54.6. 3xy = , xy = . 

54.7. 3xy = , xy = , xy 2= . 

54.8. 24=xy , 4=y , 3=x . 

54.9. 2
4
1 xy = , 2

2
13 xxy −= . 

54.10. xxy 22 −= , xy = , xy −= 2 , 1≥x . 

54.11. 4=xy , 5=+ yx . 

54.12. xlny = , 0=y , 2=x . 

54.13. ϕρ 34cos= , 2=ρ , ( )2≥ρ . 

54.14. 






=

=

,tsiny

,tcosx
3

3

22

24
 2=x , ( )2≥x . 

4. ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 
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54.15. ϕρ cos2= , ϕρ sin32= , 





 ≤≤

2
0 πϕ . 

55. Вычислить объем тела, получаемого при вращении вокруг оси Ox , пло-

ской фигуры, ограниченной линиями. 

55.1. 22 xxy −= , 0=y . 55.2. xey 2= , 0=x , 0=y , 2=x . 

55.3. 23 xy −= , 12 += xy . 55.4. 
x

y 1
= , 1=x , 3=x , 0=y . 

55.5. xsiny = , π≤≤ x0 . 55.6. xy −= 3 , 0=x , 0=y . 

56. Вычислить объем тела, полученного при вращении вокруг оси Oy  фигу-

ры, лежащей в плоскости Oxy   и ограниченной линиями. 

56.1. 
2

2xy = , 0=x , 22=y . 

56.2. 3xy = , 8=y , 0=x . 

56.3. 1−= yx , 2=y , 5=y , 0=x . 

56.4. 6=xy , 1=y , ,y 6=  0=x . 

56.5. 2xy = , 4=y . 

57. Найти длину дуги параболы 2
2
1 xy =  от начала координат до точки 

( )22;A . 

58. Найти длину кривой, заданной параметрически. 

59.1. 






=

=

,tsiny

,tcosx
3

3

10

10
 






 ≤≤

2
0 πt . 59.2. 

( )
( )




−=
−=

,tcosy
,tsintx

15
5

 ( )π≤≤ t0 . 

59. Найти длину кривой, заданной в полярной системе координат. 

59.1. 5
12

6
ϕ

ρ e= , 





 ≤≤−

22
πϕπ . 59.2. 4

3
3

ϕ
ρ e= ,  






 ≤≤−

22
πϕπ . 

60. Найти длину дуги кривой. 

60.1. xsinlny = , 



∈

3
2

2
ππ ;x . 60.2. xlny = , [ ]83;x∈ . 
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60.3. 3xy = , [ ]50;x∈ . 60.4. 2+= xy , [ ]72;x∈ . 

61. Решить творческое задание. 

61.1. Разработать алгоритм проведения урока по теме «Первообразная и ее 

свойства» (базовый уровень). 

61.2. Разработать алгоритм проведения урока по теме «Первообразная и ее 

свойства» (профильный уровень). 

61.3. Разработать алгоритм урока по теме «Определенный интеграл» (базо-

вый уровень). 

61.4. Разработать алгоритм урока по теме «Определенный интеграл» (про-

фильный уровень). 

62. Написать эссе по одной из указанных тем. 

62.1. Приближенное вычисление определенного интеграла.  

62.2. Применение определенного интеграла в экономике.  

62.3. Применение определенного интеграла в биологии, химии, медицине. 

62.4. Применение определенного интеграла в физике и механике.  

62.5. Применение определенного интеграла в социальных науках.  

62.6. Численное интегрирование в Excel. 

62.7. Формулы объемов конуса и шара в школьном курсе геометрии.  

62.8. Физические задачи для изучения интеграла в школьном курсе алгебры и 

начал анализа. 
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Учебное пособие представляет 
собой краткий курс 
математического анализа. 
Рассматриваются следующие 
разделы: введение в 
математический анализ, 
пределы и непрерывность, 
дифференциальное и 
интегральное исчисления. 
В каждой теме приводится 
набор теоретических фактов 
и формул, необходимый для 
решения практических заданий; 
типовые задачи с подробными 
решениями и большое 
количество задач, которые могут 
быть использованы при работе 
со студентами любой формы 
обучения: очной, заочной, очно-
заочной. 


